Hggskolen i Oslo og Akershus

Oppgave 1
a) i)
f(:L’) _ x2€2z
f/(x) _ (.%'2)/ . 623: + :)32 (ngc)/ _ 2:6621- + x2€21~ . (21,)/ _
2we?” + 20%e* = 22e*"(1 + )
i)
g(z) = In(sinz) 4 z?
1 1
g(x) = —— (sinz) b2 =T L or= — 4o
sin x sin x tan x

b) i) Sidan bade teljar og nemnar gar mot 0 nar x — 5, kan vi bruke
L’Hopitals regel:

— — — — / ] —
lim 1 —cos(x — 5) ~ tm (1 —cos(z — 5)) ~ lim sin(x — 5) _
z—5 25 — x2 T—5 (25 — {L'Q)/ T—5 —2x
sin(5 —5)
2.5 9

ii) Vi innfgrer variabelbytet «w = 1/z. Nar z — oo, vil vi ha at u — 0T,

. 1 o1 . sinw
lim zsin— = lim —sinu = lim =
T—00 T u—0t U u—0 U

=

dm—fx —|—fln|2x—1|—|—C

[ Py iy .

For & anti-derivere det siste leddet har vi bruka reglane
[1/zdx =In|z|+ C og
F'(z) = f(z) = [ flax + b)dz =1/a- F(az +b) + C.

ii)

/cosmsin3xdx
Variabelbyte:
1
r =sinzx, a =cosz, dr= du
dx Ccos T
in3 3 1 3 1 4 1. 4
cosrsin®zdx = [ coszu du= [ vdu=-u"+C==sin"z+C
cosST 4 4



Hggskolen i Oslo og Akershus

d i)

1 1 1
z+1 x 1
———dx = —d ——d
/,1x2+1 v /1:102—1-1 x+/1x2+1 *

Det fyrste leddet pa hggre side blir null sidan integranden er ein odde
funksjon og integrasjonsintervallet er symmetrisk om 0. Ein kan ogsa
sja at det blir 0 ved variabelbyte:

1
u=zx°+1, Tr T, du Qxdx
u(—=1)=(-1)*4+1=2 og u(l)=1>+1=2

Det gir:

1 u(1) 2

T r 1 1 1
/ mdm:/ a%duﬁ/ o du=0
-1 uw(—1) 2

Sidan [ 1/(2? + 1) dz = arctanz + C, far vi at

1
1
/ x2+ de = 0+ [arctanx]l_l = arctan 1 — arctan(—1) =
124 +1

2arctanl = 2z =

1
/ xe®® dx
0

.. A— ’ o b b
Delvis integrasjon: [ uv’ dz = [uv]’ — [ u'vdz.
u=z=2'=1
V=2 = =202

m
2

ii)

1 1 1 2 1
1 1 1
/a:ehda: = [m-eh} —/ l-femdxze——()—f/ e dr =
0 2 0 0 2 2 2 /o
e Llypgq_et e 1 e+l
=G - S i
2 4 0 2 4 4 4
e) i)
22 —dx 1260
2 —4r = 0
z(x—4) = 0
zr = 0 eller 2z—4=0

=0 eller z=4
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ii)
(1—i)z = 1+V3i
Lo 1+v3i  (14+V3i)(1+1i)  1+i++V3i+3i%
1—3 (1—4i)(1+1) 1+1
V3—-1 V341,
o T

Pa polarform:
1—i=+2e77/4 1 4 /3i = 2'7/3 slik at

V2eTim/t = 9eim/3
2€i7r/3 9 ) .
= == _ 2 cilr/3=(=m/4)] = \/5 iTm/12
z e o
V2e~it/4 \/2 veie T
Oppgéave 2

a) Vi skal finne den maksimale verdien g kan ha. Maksimalverdiar kan vere
randpunkt eller punkt der den deriverte skiftar forteikn fra positiv til
negativ. Vi deriverar:

g () = 1401 (""" 0.1(10z — 2°) + *'*(10 — 22)) =
1+40.1e"" + (2 — 012 + 10 — 22) =1+ 0.1e”'*(10 — x — 0.127)

Sidan ¢’(0) =1+ 0.1-10 = 2 > 0, vil ikkje randpunktet i z = 0 vere eit
maksimalpunkt. ¢’ mé difor endre forteikn for at g skal vere maksimal.
Sidan bade g og ¢’ er kontinuerlege, ma ¢'(x) vere 0 der dette skjer. Altsa:

140.1e"(10 — x — 0.12%) = 0

b)
W = g kv=—Hotg/k)
SR
v+g/k
[ty = [-ra
v+g/k
Injo+g/kl] = —-kt+Cy
v4g/k = Ce ¥ (C = +e1)
10
v = Ce k- % =Ce Ot — 01= Ce 1 —100
Initialkrav: v(0) = vo = 15 (med m/s som eining). Det gir:
15 = Ce”—100
C = 15+100=115
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Vi far at
v(t) = 115¢ % — 100

c¢) Vilet h(t) vere hggda kula har over bakken, malt i meter, etter ¢ sekund.
Vi veit at h(0) = 2 og at h'(t) = v(t) der v(t) er gitt over. Dermed har vi
at!

h(t) = /v(t) dt = / (11571 —100) dt = _%

—1150e % — 100t + C

e 01t _ 100t + C =

Vi far bestemt C ved initialkravet:

h(0) = 2
—1150e° =0+ C = 2
C = 241150 =1152

Dermed far vi at h(t) = —1150e %1 — 100t + 1152. Nar kula treff bakke
er hggda null — altséa skal vi ha at h(t) = 0. Det gir denne likninga:

—1150e7 %1 — 100t + 1152 =0

Oppgéave 3
a)
-5 4 2
2 0 -1 11 -2
a=| 6 5 2. B:[ } cz[ }
o o o 43 2 3 5 —2

A er ei 3x3-matrise, B er ei 2x3-matrise. Sidan dei har ulike format, er
ikkje summen av dei, A + B, definert. Vidare, sidan A har 3 sgyler og B
har 2 rekker, er heller ikkje produktet AB definert.

-5 4 2
BA_LQL g _;] -6 5 2|=
9 —9 -2
2. (=5)+0-9 2.44+0—(-9) 2.240—(-2)
4-(=5)+3-(—6)+2-9 4-44+3-5+2-(-9) 4-2+3-2+2-(-2)

-19 17 6
—-20 13 10

L Alternativt kan ein implementere initialkravet direkte ved & sette opp uttrykket
h(t) — h(0) = [{v(t)dt'.
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15 —6 -9 6-15 4—(-6)
1 -3 4
-1 -9 10
b)
-5 4 2 4 =5 0 4 5
detA=| -6 5 2|=|3 —4 0 :+(—2)‘3 4’—
9 -9 -2 9 -9 -2

—2(4-(-4) = (-5)-3) =2

Determinanten til A er ulik 0. Difor er A invertibel.

c¢) Vi rekkereduserar totalmatrisa for likningssystemet til trappeform:

2 k 3 1 3 1 1 3 b
1 3 1 2 k 3 0 k—6 3-—-2I
i) Dersom k—6 # 0, vil vi fa eit leiande tal bade i sgyle 1 og 2, og 1 og
2o vil bli eintydig bestemt. Vi far altsa eintydig lgysing nar k # 6.

Dersom k = 6, vil totalmatrisa pa trappeform sja slik ut:

1 3 b
0 0 3—-2I
For at dette skal tilsvare eit konsistent likningssystem, ma vi kreve at

3—20 =0, eller at [ = 3/2. Vi ser ogsa at x vil bli verande ubestemt
sidan der ikkje er noko leiande tal i sgyle 2.

ii) Vi far uendeleg mange lgsyingar nar k = 6 og | = 3/2.

iii) Dersom 3 — 2] # 0, vil likningssystemet bli inkonsistent. Vi har altsé
inga lgysing nar k = 6 og | # 3/2.

a)
11 -2 1 0 0
A=PDP! der P=|0 1 -2 og D=0 -1 0
30 1 0 0 -2

Vi har fatt gitt diagonaliseringa av A. Vi veit at nar ei matrise kan skrivast
pa denne forma, A = PDP~!, der D diagonal, vil sgylene i P vere linezert
uavhengige eigenvektorar for A. Vidare vil elementa langs diagonalen i D
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vere eigenverdiane til A svarande til eigenvektorane i den same rekkefglga
som dei star i P. Viskal altsa ha at P = [vq|va|vs] og D = Diag(\1, A2, A3)
der

AVz' = /\ivi7 xS {1,2,3}

Ut fra det som er gitt, skal vi ha eigenvektorane

1 1 -2
V] = 0 ) Vo = 1 og V3 = -2
3 0 1

svarande til eigenverdiane

/\121, /\22—1, og /\32—2

Vi sjekker at dette faktisk er eigenvektorar og -verdiar:

[—5 4 2 1 [ —5+3-2 1
Av, = -6 5 2 0|l=| -6+2-3|=1-]10]=Mwv
9 -9 —2 || 3 | 9-2-3 3
-5 4 27T 1] [ —54+4 -1
Avy, = -6 5 2 1|=] =645 |=|-1]=
9 -9 -2 ] |0 9-9 0
1
—1- 1 :)\QVQ
0
[ —5 4 2 -2 (=5)-(=2)+4-(-2)+2
Avy = | -6 5 2 2| =] (=6)-(-2)+5-(-2)+2 | =
| 9 -9 -2 1 9.-(=2)+(-9)-(-2)—-2
[ 4 2
4 :—2 2 :)\3V3
| -2 1

Vi ser at det stemmer.

b) Vi multipliserar den gitte matrisa med P:

1 -1 0 1 -1 0 11 -2
-6 7 2|-P=|-6 7T 2|-1]01 —2|=
-3 31 -3 31 30 1
1 1-1 —2— 1 00
—6+2-3 —6+7 —6-(—2 7 2+2 010
-3+3 —-3+3 73~(7) 0 0 1

Produktet blir altsa identitetsmatrsia. Difor er den gitte matrisa invers-
matrisa til P.
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c) I folge oppgaveteksten er
A'=pD'pP!

Sidan D er diagonal, er ho enkel & invertere:

-1

1 0 0 171 0 0
Dl'=]0 -1 o0 = 0 (=)' 0
0 0 -2 0 0 (-2)7t
Kontroll:
1 0 1 0 0 1-1 0
0 —1 0 0 -1 0| = 0 (-1)-(-1)
0 -2 0 0 —3 0 0
Vi far:
[1 1 -2 1 0 0
A"V = pPD'Pl=]0 1 -2 0 -1 0
|3 0 1 0 0 —%
(1 1 —2 ] 1 -1 1+6-—
01 =2 6 -7 -2 |= 6—3
'3 0 1|3 -3 -1 3+ 3
4 -5 -1
3 -4 -1 .
9 9 _1
L 2 2 2
Oppgéave 4
a)
, sinz - 0
Y
@ __sinz
de y
ydy = —sinxdx
/ydy = /—sinzdx
Ly
iy = cosz+ (]}
y? = 2cosz+C (C=20)

y = +V2cosx+C

3

1 -1 0]
-6 7 2
-3 3 1|

—-1-7+3

-7+3
_3_3

2

—2+1

—2+1
1
T2
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b)
y' — 6y +10y =0
Vi prover & finne ei lgysing pa forma y = e"*. Det gir at ¢y = re™ og
y" = r2e™. Vi set dette inn:
r2e"™ — 6re"™ +10e™ =0
r? —6r+10=0
—(—6 —6)2—-4-1-10 6+£+/—4
-6+ /(6 N
2-1 2
Det gir den generelle lgysinga
yn(z) = ** (Acosz + Bsinx)
c)
1
y' =6y +10y =50 -5, y(0)=1, y(0)=0

Det inhomogene leddet er eit fyrstegradspolynom. Vi gar ut fra at vi kan
finne ei partikulaer lgysing som ogsa er eit fyrstegradspolynom — altsa pa
forma y, = ax + b. Det gir at y,, = a og y,, = 0. Dette set vi inn:

1
0—6a+10(ax+b):5x—§

10ax—6a+10b:5x—%

10a - 5
—6a+10b = —1
1 1

- p==

“= 5 1

Vi har altsa funne den partikuleere lgysinga y, = 324 5. Om vi legg dette
til den generelle lgysinga av den homogene likninga fra deloppgéve b), finn

vi den generelle lgysinga:

1 1
yzyh+yp=e3“’ (Acosac—i—Bsingv)—f—§gg_|-Z
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Vi bestemmer A og B ved initialkrava:

y(0) =1
1
eO(A~1+B-0)+O+Z=1
a=?
4

1
Y (z) = e** (3Acosx + 3Bsinz — Asinz + Beosx) + 3

y'(0)=0
1
e0(3A-1+BB-0—A-O+B-1)+§:O
3 1
;PP
p=-4
4

Vi far lgysinga

=3 §cos:E—Esinx —1—1:10—1—1
v= 4 4 2% 14

Oppgéave 5

1 Tr1 — I3
a) T( 2 ) - T2+
I3 3

U: Rotasjon /2 omkring origo i R2.

T
- 1 0 -1
N b BT EE MY R I
T3 2 3
10 —1 il
01 1 ;
3

Altsé er T'(x) = Ax med

10 -1
A‘{o 1 1}

Transformasjonen U fra R? til R? er lineser og kan difor skrivast som
U(x) = Bx der 2x2-matrisa B = [U(e1)|U(ez)]. e1 og ez er einingsvek-
torar langs dei to aksane;

o-[3] w o [t]
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N A
T(E) ™ €, l
! AN N €
T B @)= -2
$\L \‘ei ] E’;) ‘{[ >
7 o~ X
{ X -{

Figur 1: Transformasjonane av einingsvektorane e; og es.

Figur 1 illustrerar at

Uler) = { ; } oz Ules) = [ ‘(1) ]

0 -1
gl LY
b) Vi skal bestemme matrisa C' slik at W (x) = C'x. Vi veit at C oppfyller
C = [W(e1)|W(ez)]

slik at

Vi veit ogas at transformasjonen W er lineser. Difor har vi at

9 3
W( ) = W(261 + 162) = 2W(e1) + W(eg) = 0 og
] 1
5 0
W( ) = W(5e1 + 362) = 5W(e1) + 3W(e2) = -1 .
3 1

Sidan W (x) skal ligge i R?, kan vi skrive

T €2
W)= | n og W(ez)=| 2
21 Z2

Om vi set dette inn i likningane over, far vi tre likningssystem — eitt for
kvar av komponentane. Koeffisientmatrisa er den same for alle tre:

slln)=le) sl a] -
EIHNN

10
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Vi kan lgyse alle tre ved & rekkeredusere pa ei stor totalmatrise:

30 1 |2 30 1|
0 -1 1 1

1
1 -6 -1 -1
-6 -1 -1 1 1 -6 -1 -1
3 0 1 0o -1 15 2 3
0 9 1 2 1 0 9 1 2
-1 15 2 3 01 —-15 -2 -3
Dermed far vi at 1 =9, 93 =1

2
slik at
1 X2 [9 —15

O = N = Ot
— = W

C=|wn ywp |=
Z1 z9

11



