Matematikk 1000
Ovingsoppgaver i numerikk — leksjon 9

Lgsningsforslag

Oppgave 1 — Trapes-integrasjon

a) Siden P skal vaere reguler, mé vi ha at P = {z9, x1,22} = {a,a + Az, b}
med Az = (b — a)/2. Trapes-metoden gir fogende estimat for integralet:

Ty = Aa/2 f(wo) + A f(a1) + A /2 f(x2)
Venstre og hggre Riemann-summ blir henholdsvis

Rps, = fl(wo)Az+ f(z1)Ar  og
Rps, = [(x1)Az+ f(xz)Ax

slik at gjennomsnittet av dem blir

(Rps, + Rps,)/2 = flxo)Ax/2+ f(z1)Az/2+ f(x1)Az/2+ f(xe)Ax/2 =
/2 flag) + A f(ar) + Ax/2 f(2s) = Ty

Som sagt kan denne sammenhengen generaliseres til et vilkarlig antall del-
intervaller n:

Rps, = flxo)Ar+ f(z1)Ax+ ...+ f(zp—1)Az  og
Rps, = [z)Az+ f(z2)Az + .+ f(an)A

Gjennomsnittet blir

f@o)Az /2 +f(x1)Ax/2+ ...+ flan-1)Az/2 +
flz1)Ax/2 4 ...+ f(xn—1)Az/2+ f(zn)Ax/2 =
f(xo)Ax/2 42 f(z1)Ax/2+ ...+ 2 f(xn_1)Ax/2 + f(xn)Az/2 =
Azx/2 f(xg) + Ax f(x1) + ... + Az f(zp_1) + Az /2 f(z) = T),

b) Algoritmen kan implementeres pa denne méten:
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% Skript som estimerer et integral ved hjelp av
% trapes-metoden pd en regulzr partisjon. Funksjonen
% som skal integreres er gitt i IntFunk.m

% Input-parametre - a, b og n - antall delintervaller
a=0;

b=1;

n=input (’Antall delintervall: ’);

DeltaX=(b-a)/n; % Bestemmer Delta x
T=0; % Setter summen til O

% Endepunktene:
T=T+DeltaX/2*IntFunk(a);
T=T+DeltaX/2*IntFunk(b) ;

% Summerer over de andre punktene
for i=1:(n-1)
x=a+i*DeltaX;
T=T+DeltaX*IntFunk(x) ;
end

% Skriver T til skjerm:
T

Vi bruker her funksjonfila IntFunk.m for hver deloppgave. For deloppgave
a) kan den se slik ut:

function F=IntFunk(x)

% Funksjonsfil som blir brukt i forbindelse med
% numerisk integrasjon.

F=x"2;

Skriptet heter “TrapesRegulaer.m”. Vi bruker dette til & lgse oppgave 11
avsnitt 5.4 i leereboka:

a)ﬁx%a n = 5.

> TrapesRegulaer
Antall delintervall: 5
T = 0.34000

Svaret, 0.34, er ganske naer det eksakte svaret, som vi kan finne ved
antbdeﬂvaﬂon:jgrn2dx::[1/3x3R5::1/3



b)

f04 Vrdr, n=S38.
Siste linje i IntFunk.m blir nd ‘F=sqrt(x);’. I tillegg justerer vi in-
tegrasjonsgrensene, linje 6 og 7, og far:

> TrapesRegulaer
Antall delintervall: 8
T = 5.2650

Det eksakte svaret er

4 4
/ 212 gy — #xl/ﬂl _2 4312 — 16 ~ 5.33333
0 1/2+1 0 3 3

Jo coszdx, n=6.
Etter & ha justert funksjonsuttrykket og integrasjonsgrensene far vi:

> TrapesRegulaer
Antall delintervall: 6
T = 3.8858e-016

> eps

ans = 2.2204e-016

Vi far altsa svaret 3.9 - 10716, som er omtrent maskin-ngyaktigheten
(eps). Om vi hadde regna ut Ty analytisk, ville vi ha funne at svaret,
ikke overraskende, blir eksakt 0. Dette er ogsa den eksakte verdien
av integralet: [ coszdx = [sinz]f = 0.

En prosent av svaret er 1/3-1/100 = 1/300 ~ 0.003333. Vi prgver oss
fram med hgyere og hoyere n-verdier (etter & ha forandra funksjonfila
og skriptet tilbake til det opprinnelige).

> TrapesRegulaer
Antall delintervall: 3
T = 0.35185

> T-1/3

ans = 0.018519

> TrapesRegulaer
Antall delintervall: 5
T = 0.34000

> T-1/3

ans = 0.0066667

> TrapesRegulaer
Antall delintervall: 7
T = 0.33673

> T-1/3

ans = 0.0034014

> TrapesRegulaer
Antall delintervall: 8
T = 0.33594



> T-1/3
ans = 0.0026042

Vi finner at feilen er mindre enn 1% med n = 8 (og formodentlig
ogsa med n > 8).

b) Her er én prosent av svaret 16/3 - 1/100 = 4/75 ~ 0.05333. Vi opp-
daterer .m-filene, prover oss fram, og finner at feilen blir mindre enn
dette nar n > 10:

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 9
T = 5.2759

> T-16/3

ans = -0.057481

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 10
T = 5.2841

> T-16/3

ans = -0.049259

Oppgave 2 — Uten “fasit”

a) Som i den forrige oppgava, justerer vi funksjonsuttrykket i IntFunk.m,
‘F=sin(x."2);’, ogintegrasjonsgrenseneilinje 5 og 6 i TrapesRegulaer.m:

a=0;
b=2;

Vi velger, for eksempel, n = 10:

Antall delintervall: 10
T = 0.79592

Altsa, med 10 delintervaller estimerer trapesmetoden integralet til & bli
0.79592. Dette er ikke sa veldig nyttig & vite s& lenge vi ikke vet noe
om ngyaktigheten i dette estimatet. Men vi kan si noe om ngyaktigheten
dersom vi varierer n — eller Az. Vi regner ut T med stadig hgyere n:

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 20
T = 0.80259

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 50
T = 0.80443

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 100
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Figur 1: Denne figuren viser hvordan estimimatet av integralet i oppgave 1
konvergerer nar vi gker antall del-intervall. Vi har trukket stiplede linjer mellom
punktene for & fa et tydeligere bilde av konvergensen.

T = 0.80469

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 200
T = 0.80475

Vi ser at de tre fgrste desimalene ser ut til & ligge fast; vi setter at
f02 sin 22 dr ~ 0.805. Konvergensen, maten T naermer seg et bestemt tall,
er illustrert i figur 1. For & lage denne figuren, har vi brukt dette skriptet:

% Skript som lager et plott som viser konvergensen a
% trapes-metoden

% Vektor med n-verdier
Nvektor=1:20;
% Indeks for elemetene i vektor med integral-estimater
indeks=1;
for n=Nvektor
Tvektor (indeks)=TrapesFunksjon(n);
indeks=indeks+1; % indeks gkes med 1
end
% Plotter:
plot (Nvektor,Tvektor,’kx:’,’linewidth’,2)
set(gca, ’fontsize’,15)
xlabel(’Antall delintervaller’)

Skriptet refererer til funksjonsfila TrapesFunksjon.m, som er en funksjons-
versjon av skriptet TrapesRegulaer.m. For kompletthetsskyld kan vi godt



ta med denne ogsa:
function T=TrapesFunk(n)

% Funksjon som estimerer et integral ved hjelp av
% trapes-metoden pd en regular partisjon. Funksjonen
% som skal integreres er gitt i IntFunk.m

% Input-parametre - a, b og n - antall delintervaller
a=0;
b=1;

DeltaX=(b-a)/n; % Bestemmer Delta x
T=0; % Setter summen til O

% Endepunktene:
T=T+DeltaX/2*IntFunk(a) ;
T=T+DeltaX/2*IntFunk(b) ;

% Summerer over de andre punktene
for i=1:(n-1)
x=a+i*DeltaX;
T=T+DeltaX*IntFunk(x) ;
end

Grunnen til at vi ikke har blitt bedt om & anti-derivere her, er at det ikke
er mulig; selv om den anti-deriverte til funksjonen sin 22 eksisterer, kan vi
ikke skrive den som en elementzer funksjon.

Disse oppgavene er na nesten ferdig lgst. Det eneste vi behgver a gjgre, er a
justere grensene i trapesmetode-fila, oppdatere funksjonsfila, IntFunk.m,
og “konvergere”’ estimatet ved & gke n.

i) Det at variabelen her heter ¢ og ikke x, spiller ingen rolle. Vi endrer a
og biTrapesRegulaer.mtil -5 og 2, endrer den siste linja i IntFunk.m
til
F=x*exp(x~3)

og far fglgende i kommandovinduet;:

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 10
T = 2094.9

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 50
T = 637.10

> TrapesRegulaer



ii)

iii)

Antall delintervall: 100
T = 552.23

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 200
T = 529.84

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 500
T = 523.48

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 1000
T = b22.57

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 2000
T = 522.34

Det ser ut til at 522 er en ganske vel-konvergert verdi for integralet.
Men estimatene varierar ganske kraftig — selv for relativt hgyge ver-
dier av n. For dette integralet trenger vi altsd langt hoyere n for a
oppnd konvergens enn vi gjorde i den forrige oppgava.

Som fgr justerer vi integransjonsgrensene og integranden. I kom-
mandovinduet far vi:

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 10
T = 0.97305

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 20
T= 0.97148

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 40
T = 0.97109

Altsa ser 0.971 ut til & veere et rimelig ngyaktig svar.

Her ser vi ut til & fa 0 til svar uansett hvilken n vi velger:

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 5
T = 1.1102e-016

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 10
T = 3.3307e-016

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 20
T = 4.1633e-017

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 50
T = 6.9389e-018

(Husk at maskina ikke er i stand til & skille mellom 0 og tall som er
mindre enn 10716 i absoluttverdi.)



d) Siden intervallet vi skal integrere over, er symmetrisk omkring 0, og sin 2

er en odde funksjon, sin(—x)% = —sin 2?3, kan vi med sikkerhet si at inte-
gralet er 0 (se s. 231 i laereboka).

e) Vi forandrer den gvre integrasjonsgrensa, b, fra 1/2 til 1 og prever & fa
konvergerte svar:

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 5

T =-1.2136

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 10
T = 0.87002

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 20
T= 6.9894

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 50
T=-1.2181

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 100
T = 0.88779

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 500
T = -0.92567

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 1000
T = 1.1546

Her har vi tydeligvis alvorlige problem med & fa kovergert svaret. Hva kan
grunnen vere til dette? Vel, vi vet jo at tangens-funksjonen, tanx, har
loddrette asymptoter for x = 7/2 + nw, n € Z. Var integrand gér mot
pluss eller minus uendelig nar = gar mot /7/2 —1 =~ 0.76. Se figur 2.
Folgelig er ikke integralet veldefinert, og vi kan ikke regne med & f& noen

konvergens her!.

Oppgave 3 — Taket pa et tarn
f(x)=tan(l—2z) , Dy=10,1]

a) Vi far en viss idé om hgyden om vi plotter grafen til funksjonen. Et slikt
plott er vist i figur 3. Det kan se ut til at f(z) er maksimal for z = 0.

!Desverre er det ikke dette en “idiotsikker” metode; man kan lage implementeringer som
ser ut til & konvergere for integraler som ikke er veldefinerte.
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Figur 2: Plott av funksjonen tan(z? + 1).
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Figur 3: Plott av grafen til f(x) = tan(z—1) for « € [0, 2] — sammen med grafen
til f(—=z).

Dette far vi stadfesta om vi ser pa f'(x):

1

m-(—1)<0.

fi(x) =

Siden f'(x) alltid er negativ nar € Dy, og f er kontinuerlig, vil f veere
maksimal for den laveste z-verdien — altsd x = 0. f(0) = tan1l ~ 1.56.
Hgyden er altsa ca. 1.56 m.

b) Lengda skal, i folge den forste formelen, vaere

L_/01\/1+(f’(:v))2d3:—/01\/1+de

Vi oppdaterer integrasjonsgrensene i TrapesRegulaer.m og endrer den
siste linja i IntFunk.m til




F=sqrt(1+1/(cos(1-x))"4);
I MATLAB far vi:

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 5
T= 1.909%4

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 10
T = 1.8846

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 20
T= 1.8782

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 50
T= 1.8764

Vi kan nok relativt trygt konkludere at lengda er 1.88 m.

¢) Vi bestemmer arealet ved & regne ut integralet

1 1
27r/0 xf(:v)d:z::/o 2rx tan(1l — z) dz

Vi gjor de sedvanlige justeringene og far?:

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 5
T= 1.1252

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 10
T = 1.1650

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 20
T= 1.1750

> TrapesRegulaer

Antall delintervall: 50
T= 1.1778

Volumet blir 1.178 m?®.

*Her har vi valgt & legge faktoren 27 inn i integranden.
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Ekstra: Oppgave 4 — Monte Carlo-integrering

a)

b)

M

Siden begge uttrykkene skal gi f, kan vi helt enkelt sette dem (tilnaerma)
lik hverandre:

b n
Y G SR

n

b —a
/ flz)de =~ b > fl@i)  (ged)
a i=1

Hvis ‘>rand’ gir et tilfeldig tall mellom 0 og 1, m& ‘a+(b-a)*rand’ gi et
tilfeldig tall mellom a og b. Vi tester:

> a=-1;

> b=1;

> a+(b-a)*rand
ans = -0.51153
> a+(b-a)*rand
ans = -0.040910
> a+(b-a)*rand
ans = -0.75354
> a+(b-a)*rand
ans = -0.73380
> a+(b-a)*rand
ans = 0.50765
> a+(b-a)*rand
ans = 0.92631
> a+(b-a)*rand
ans = -0.60546

Dette ser ut til & fungere. (Husk & bruke pil-tastene nar du repeterer
kommandoer p& denne méaten.)

Vi kan velge oss integralet

1
2 1
/_1(x2+ew)dx:3+e—e

Nedenfor er et forslag til hvordan metoden kan implementeres. Uttrekket
av x er gjort i linje 14. Vi har valgt & lage en vektor med sekvenser av
Monte Carlo-estimater inni for-lgkka slik at vi kan bruke dene til & plotte
konvergensen etterpa. Dette er ogsé gjort i skriptet fra og med linje 19.

% Skript som regner ut integralet av funksjonen gitt ved
% IntFunk.m fra a til b ved Monte Carlo metoden

% Integrasjonsgrenser
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a=-1;

b=1;

% Maksimalt antall trekninger
nMax=100;

% Setter summen til O:
S=0;
for i=1:nMax
x=a+(b-a)*rand; % Trekker tilfeldig x i intervallet
y=IntFunk(x); % Bestemmer funksjonsverdi
S=S+y; % Summerer
IntEst(i)=(b-a)*S/i; % Bestemmer estimat av integralet
end

% Plotter estimatet som funksjon av antall trekk
plot(l:n,IntEst,’bx’,’linewidth’,2)

% Plotter ogs& eksakt svar
IntEksakt=2/3+exp(1)-exp(-1);

hold on

plot([1 nMax],[1 1]*IntEksakt,’k-’)

hold off

% Justerer opp skriftsstgrrelsen p& aksene
set(gca, ’fontsize’,20)

xlabel(’Antall trekk’)

Vi har kalt skriptet ‘MonteCarlo.m’. Som vi ser, plotter det integral-
estimatet som funksjon av antall trekk. Nar vi kjgrer det i MATLAB,

ser det slik ut:

> MonteCarlo

Nedre integrasjonsgrense: -1
Oevre integrasjonsgrense: 1
Maksimalt antall trekk: 100

Selvsagt vil vi ikke fa de samme sekvensene av z-verdier hver gang vi
kjorer skriptet. Derfor vil estimatet ga mot integralet pa ulike mater hver
gang vi kjgrer skriptet. I figur 4 har vi vist hvordan tre ulike sekvenser
konvergerer. Selv om disse resultatene ser ganske ulike ut for hver gang,
ser alle tre ut til & konvergere mot riktig svar — men ganske sakte. At
konvergensen gar sakte ser vi enda tydeligere i figur 5. Forst etter flere
tusen trekk begynner kurva & plassere seg oppa verdien av integralet (pa
denne skalaen). Like fullt er Monte Carlo-integrering en svaert nyttig og
mye brukt teknikk — ikke minst nar man skal beregne fler-dimensjonale
integraler. (Det skal vi ikke gjgre i dette kurset.)
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Figur 4: Tre sekvenser med Monte Carlo-estimat av integralet fra oppgave 1a)
Den svarte linja er den eksakte verdien av integralet.
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Figur 5: Konvergensplott for en lengre sekvens av en Monte Carlo-beregning.
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