Matematikk 1000

Ovingsoppgaver i numerikk — leksjon 7

Lgsningsforslag

Oppgave 1 — Newtons metode
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Newtons metode kan implementeres slik:

% Skript som implementerer Newtons metode for
% likninga f(x)=0.

x0=1; % Velger en x_0

Pres=1e-4; % Bestemmer gnsket ngyaktighet

xGammel=1e2; % Initierer ’gammel x’ og setter en hgy verdi
x=x0; % Setter x 1lik x_0

#While-1gkke som kjgrer s& lenge differansen er stgrre enn Pres
while abs(x-xGammel)>Pres

xGammel=x; % Tilordner den forrige x-verdien til xGml
x=x-(x-cos(x))/(1+sin(x)); % Regner ut ny x

end

Loesning=x % Skriver lgsning til skjerm

Her har vi valgt & starte med xo = 1, og vi krever en ngyaktighet pa 104,
Vi kjorer skriptet, som jeg har kalt “NewtonsMetode .m”™

> NewtonsMetode
Loesning = 0.73909

Vi har funnet lgsninga x = 0.73909.

Selvsagt kan vi, som i leksjon 5, bestemme antall iterasjoner ved & telle
hvor mange ganger x blir skrevet til skjerm nar vi fjerner semikolonet i
linje 13. Men som vi har sett for, kan vi kan gjore det litt mer elegant.
Her har tre linjer, linje 9, 15 og 18, blitt lagt til skriptet:
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c)

% Skript som implementerer Newtons metode for
% likninga f(x)=0.

x0=1; % Velger en x_0

Pres=le-4; % Bestemmer gnsket ngyaktighet

xGammel=1e2; % Initierer ’gammel x’ og setter en hgy verdi
x=x0; % Setter x 1lik x_0

its=0; % its er antall iterasjoner, satt til 0 fgrst

#While-1gkke som kjgrer s& lenge differansen er stgrre enn Pres
while abs(x-xGammel)>Pres

xGammel=x; % Tilordner den forrige x-verdien til xGml
x=x-(x-cos(x))/(1+sin(x)); 7 Regner ut ny x
its=its+1; % Antall iterasjoner gkes med én

end

Loesning=x % Skriver lgsning til skjerm

Iterasjoner=its ¥ Skriver antall iterasjoner til skjerm

Om vi né kjgrer skriptet om igjen, far vi:

> NewtonsMetode
Loesning = 0.73909
Iterasjoner = 3

Med “Pres=1e-1” (linje 5), far vi

> NewtonsMetode
Loesning = 0.73911
Iterasjoner = 2

og om Vi endrer Pres til 1078, far vi:

> NewtonsMetode
Loesning = 0.73909
Iterasjoner = 4

Generelt behgver vi flere iterasjoner jo stgrre ngyaktighet vi krever. Men
en ngyaktighet pa 1078 etter 4 iterasjoner er slett ikke ille'!

Til sammenligning behgvde vi 14 iterasjoner for & komme fram til et svar

med en ngyaktighet som krevde 3 iterasjoner med Newtons metode.

Om vi velger 9 = 37/2, vil metoden bryte sammen fordi f’(xz¢) = 0. I
MATLAB ser feilmeldinga slik ut:

Vi minner om at MATLAB opererer med flere desimaler enn de 5 som har blitt skrevet
til skjerm her; hvis ikke ville det gitt lite mening & snakke om en ngyaktighet pa 1075,



>> NewtonsMetode

Loesning =
NaN

Iterasjoner =
2

Man kan jo lure péa hvorfor while-lgkka har kjort to ganger her. Noen
lgsning av likninga far vi i alle fall ikke (‘NaN star for not a number; slikt
dukker for eksempel opp nar vi prgver & dele pa 0..."). Om vi velger xg
nar men ikke lik 37/2, for eksempel med zy = 4.7, og setter Pres til &
veere 1074, far vi

>> NewtonsMetode

Loesning =
0.7391

Iterasjoner =
214

Her behgver vi altsa hele 214 iterasjoner! Hva sjedde? Figur 1 er ment &
illustrere dette. Av figuren ser vi at x1 havner langt fra nullpunktet. Derfor
vil vi ogsd behgve mange iterasjoner for & naerme oss nullpunktet igjen.
[Denne figuren ma erstattast av ein som viser skjeeringspunktet ogsé for
den neste tangenten.|

Oppgave 2 — Mer Newtons metode

fx) = 2*+324+9
fl(z) = 32243>0 foralle =z
f(=2)=-5<0, f(0) =9 > 0. Siden f er kontinuerlig, mé funksjonen da

ha minst ett nullpunkt pa intervallet [—2,0] ved skjeeringssetninga. Siden
f! alltid er positiv, kan f heller ikke flere enn ett nullpunkt.

Vi gjgr noen smé endringer pa skriptet over:
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Figur 1: Plottet viser f(z) (svart) sammen med tangenten for o = 1 (bla), for
x = 2w /2 (gronn) og for o = 4.5 (rod). Vi ser at den bla tangenten skjeerer
x-aksen omtrent pa det samme stedet som f(z) gjgr det. Den grgnne tangenten,
derimot, er horisontal. Ogsé den bl tangenten er nesten horisontal (f'(4.0) ~ 0)
slik at x; havner sveert langt frd xg og ogsa lgsninga av likninga. Dermed vil
Newtons metode konvergere sakte med et slikt valg av x¢ — om den vil konvergere
i det hele. De to plottene viser det samme funksjonane pa litt ulike skalaer.

1 % Skript som implementerer Newtons metode for
2 % likninga f(x)=0.

4+ x0=-1; %Velger en x_0

5 Pres=le-4; %#Bestemmer gnsket ngyaktighet

6

7 xGammel=1le2; %Initierer ’gammel x’ og setter en hgy verdi
s x=x0; %Setter x 1lik x_0

9 1its=0; % its er antall iterasjoner, satt til 0 fgrst

11 %While-1lgkke som kjgrer s& lenge differansen er stgrre enn Pres
12 while abs(x-xGammel)>Pres

13 xGammel=x; %Tilordner den forrige x-verdien til xGml
14 x=x- (x"3+3*x+9) /(3*x~2+3); % Regner ut ny x

15 its=its+1; % Antall iterasjoner gkes med én

16 end

17 Loesning=x %Skriver lgsning til skjerm

15 Iterasjoner=its 7% Skriver antall iterasjoner til skjerm

Vi har her justert xq (linje 4) og funksjonsuttrykket (linje 14). I MATLAB-
vinduet far vi:

> NewtonsMetode
Loesning = -1.6097
Iterasjoner = 5

Altsé: x ~ —1.61.



f(x) = tanzx—ax+1, Dy=(-7n/2,7/2)

1
fl(z) = s 1>0 foralle =«

f(0)=1>0, f(—1.5) ® —11.6 < 0. Som over, vil f ha ett, og bare ett,
nullpunkt ved skjeeringssetninga og pa grunn av at f’ er strengt gkende.
Vi lar xg veere -1 og justerer linje 14 til

x=x-(tan(x)-x+1)/(1/(cos(x))~2-1);
MATLAB gir

> NewtonsMetode
Loesning = -1.1323
Iterasjoner = 5

Altsé: x ~ —1.13.

f(z) = z+sinz+1
f/(x) = 14cosx >0 foralle =«

f(=7/2) = —7/24+0+1=—(7n/2—-1) <0, f(0) =1 > 0. Av samme
grunner som over, har f ett, og bare ett, nullpunkt. Dette nullpunktet vil
ligge i intervallet [—m/2,0]. Vi fortsetter & la xo vaere -1 og justerer linje
14 i skriptet til

x=x-(x+sin(x)+1)/(1+cos(x));
Vi kjgrer skriptet vart i MATLAB og far:

> NewtonsMetode
Loesning = -0.51097
Iterasjoner = 4

> x=Loesning ;

> x+sin(x)+1

ans = 1.1102e-016

x ~ —0.51. Her har vi ogsa kontrollert at x 4+ sinx + 1 faktisk er rimelig
nzere ( for den z-verdien vi kom fram til.



a) Skjeeringspunktet finner vi ved lgse likninga

flx) = g()
JJS — %
B—e = 0

Den deriverte av hggre side er 322 4+ e~%. Vi velger 2o = 0, endrer den na
velkjente linja i skriptet til

x=x-(x"3-exp(-x))/(3*x"~2+exp(-x));

og setter parameteren Pres til 5- 1074, siden vi skal finne svaret med tre
riktige desimaler. I MATLAB far vi svaret x = 0.773 etter 5 iterasjoner.

b)
f(x) = g(z)
arctanx = xz+1
arctanxr —x—1 = 0
Den deriverte av hggre side er
1
— 1
1+ 22

For & fa en viss ide om hvilken zy det kan veere lurt & velge, plotter vi f
og g — se figur 2. Skjeeringspunktet ser ut til & ha z-verdi naer —2, sa vi

Figur 2: Plot av funksjonene f(z) = arctanz (bld) og g(x) = x + 1 (red). De
ser ut til & skjeere hverandre for x ~ —2.

velger dette som xq. Vi justerer skriptet:
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x=x-(atan(x)-x-1)/(1/(1+x~2)-1);

og beholder valget av ngyatighet fra deloppgave a). Vi far svaret x = —2.132
etter 3 iterasjoner.

Her kan det veere naturlig & preisisere at det kanskje hadde vaert smidigere a la
skriptet referere til ei funksjonsfil tilsvarende den opprinnelige rekursjonsforme-
len.

Ekstra: Oppgave 3 — Attraktive fikspunkter

Vi kan nok med fordel ta utgangspunkt i skriptet vi lagde for Netwons metode.
For & lgse likninga x = cos x, kan skjemaet implementeres slik:

% Skript som estimerer lgsning av
% likninga x=f(x) ved iterasjon

x0=1; % Velger en x_0

Pres=le-4; % Bestemmer gnsket ngyaktighet

xGammel=1e2; % Initierer ’gammel x’ og setter en hgy verdi
x=x0; % Setter x 1lik x_0

its=0; % its er antall iterasjoner, satt til 0 fgrst

% While-1lgkke som kjgrer si lenge differansen er stgrre enn Pres
while abs(x-xGammel)>Pres

xGammel=x; % Tilordner den forrige x-verdien til xGml
x=cos(x); % Regner ut ny x
its=its+1; % Antall iterasjoner gkes med én

end

Loesning=x % Skriver lgsning til skjerm

Iterasjoner=its % Skriver antall iterasjoner til skjerm

Som du ser, er skriptet svaert likt det vi kjenner fra for. Men der er en svakhet,
som vi forsavidt implementeringa av Newtons metode ogsa led under: Dersom
x ikke naermer seg noen spesiell verdi, dersom x ikke konwvergerer, vil while-
lgkka aldri stoppe. Grunnen til at dette er et stgrre problem her enn i de forrige
oppgavene, er at det hender langt oftere med denne metoden at det ikke konver-
gerer mot noen spesiell lgsning enn med Newtons metode. Som nevnt tideligere,
dersom det skulle skje at vi setter i gang ei “uendelig” while-lgkke, kan denne
brytes ved & holde Ctrl-tasten nede og trykke C.

Vi velger & justere while-lgkka slik at den uansett stopper etter 100 iterasjoner.
Fra og med linje 11 erstatter vi skriptet med fglgende:



% While-1lgkke som kjgrer si lenge differansen er stgrre enn Pres
% eller antall iterasjoner er mindre enn 100
while abs(x-xGammel)>Pres & its<100

xGammel=x; % Tilordner den forrige x-verdien til xGml
x=cos(x) ; % Regner ut ny x
its=its+1; % Antall iterasjoner gkes med én

end

if its==100 % Skriver negativt resultat til skjerm
’Tkke konvergert etter 100 iterasjoner’

else
Loesning=x % Skriver lgsning til skjerm

Iterasjoner=its % Skriver antall iterasjoner til skjerm
end

while-lpkka kjgrer sa lenge |z, 11 — x| er storre enn den presisjonen vi har satt
og antall iterasjoner er mindre enn 100; den stopper nar |x,1 — x| blir mindre
enn Pres eller antall iterasjoner nar 100.

Vi har kalt skriptet “FiksPunkt.m”. Det viser seg at metoden konvergerer — men
slett ikke like raskt som Newtons metode:

> FiksPunkt
Loesning = 0.73905
Iterasjoner = 23

La oss ogsé se pa oppgave 6, delkapittel 3.4 i leereboka. I deloppgave a) skulle
vi Igse likninga 2% = e~*. Denne kan skrives pa forma = = f(z) pa to méter:

z=Ve =3 cler z=-In2’=-3Inz

Vi tester begge. I det farste tilfellet endrer vi funksjonsuttrykket i den relevante
linja til til

x=exp(-x/3); % Regner ut ny x
Vi beholder zg og Pres og kjgrer skriptet:

> FiksPunkt
Loesning = 0.77287
Iterasjoner = 7

I tilfelle to, ser tilsvarende linje slik ut:

x=-3%log(x); % Regner ut ny x



I kommandovinduet far vi:

> FiksPunkt
Loesning = -Inf - 9.4251
Iterasjoner = 4

Dette har tydeligvis ikke gatt bra i det hele tatt. Det gar ikke noe bedre om vi
endrer xg til 0.5:

> FiksPunkt
ans = Ikke konvergert etter 100 iterasjoner

Vi prever oss pa deloppgave b) ogsa:
arctanz =z + 1 <z =tan(z + 1) & = = arctanz — 1

Vi impementerer den fgrste varianten fgrst:
x=tan(x+1); % Regner ut ny x
Vi setter xg = —2 og kjgrer skriptet:

> FiksPunkt
ans = Tkke konvergert etter 100 iterasjoner

Den andre varianten, x=atan(xGml)-1;, fungerer langt bedre:

> FiksPunkt
Loesning = -2.1323
Iterasjoner = 6

Erfaringene vi gjgr oss her, stemmer nok generelt: Newtons metode er vanligvis
mer palitelig enn denne metoden. Det skal ogsa legges til at det finnes kriterier
for nar denne metoden virker og ikke. Vi skal ikke g& inn pa disse her.



