Matematikk 1000

@vingsoppgaver i numerikk — leksjon

10
Lgsningsforslag
Gitt transformasjon:

D:R> =R D(f)=Af med

-2 2 0 00

-1 0 1 00

A=o-| 0 -1 0 10

0 0 -1 01

0 0 0 —2 2

a) Alle transformasjoner fra R™ til R™ pa forma T'(x) = Ax, der A er ei
matrise, er linezre. (Se s. 39 i leereboka “Linear Algebra and Its Applica-
tions”.)

b) Vi regner ut:

-2 2 0 00 flx1)
-1 0 1 00 Flm2)
D(f) = Af%l 0 -1 0 10 |:f(I3) =

0 0 -1 01 Jen

0 0 0 —2 2 flas)

—2f (1) + 2f(22) f(932);f(11)

|| @)+ I ) P

on | )+ flza) | = T

—f(l’g) + f(a:5) f(ms)*hf(%)

—2f(w4) +2f(25) o) (za)

Om vi tar en titt p4 den nevnte oppgavesettet, kjenner vi raskt igjen dette
som numerisk derivasjon. 2.- til og med 4.-komponentene er regna ut ved
midpunktsformelen:

f(@ns1) = f(on-1)
2h

f(xn) =



I endepunktene har vi brukt de litt “simplere” framover- og bakover-
formlene

AR (COEI

f(ws) = f(wa)
h

Q

fl(xs) =~

Denne forbedringen gjelder det siste og det foreste elementet i vektoren
D(f). Fplgelig ma vi endre den forste og den siste raden i A; rad 2 til og
med 4 forblir uendra. Om vi lar matrisa B se slik ut:

al a9 a3 a4 as

—1 0 1 0 0
B=| 0 -1 0 1 0 ,

0O 0 -1 0 1

by by by by bs

vil den fgrste komponenten i vektoren vi far nar vi regner ut produktet
Bf se slik ut:

a1 f(z1) + azf(22) + asf(x3) + asf(z4) + as f(z5)
Dette skal, i fglge den gitte formelen, veere lik

—3f(x1) + 4f(1‘1 + h) — f(acl + 2h) 1

- - o (=3f(x1) + 4f(x2) — f(x3))

Om vi samenligner disse uttrykkene, finner vi at ay = —3/(2h), as =
4/(2h), a3 = —1/(2h) og as = a5 = 0.

For den siste komponenten far vi, pa samme mate at

b1 (1) oo ) b f () +baf (aa) b5 (s) = g (F(as) — A (ea) + 3F(2))

slik at bl = bQ = 0, bg = 1/(2h>, b4 = —4/(2h) 0og b5 = 3/2h. Dermed har
vi bestemt B-matrisa:

3 4 -1 0 0
01 0
B=—1| 0 -1 0 10
2l 0 21 01
0 0 1 -4 3
Vi har

f(z) =sin(2x +1) ,
og velger 1 = 0, slik at z9 = 0.25, 23 = 0.5, x4 = 0.75 og x5 = 1.
Det gir fglgende:



= 2cos(2z +1)

)
f'(xz1) = 1.081
f(z2) = 0.141
f'(xs) = —0.832
f(z4) = —1.602
f(z5) = —1.980

I kommandovinduet i MATLAB kan dette effektivt regnes ut slik:

> x=0:.25:1;
> fd=2#%cos (2*x+1)
fd =

1.08060 0.14147 -0.83229 -1.60229 -1.97998

Med en bestemt f(x) far vi ogsd bestemt vektoren f over. Vi tilordner
matrisene A og B i kommandovinduet og regner ut D(f) og E(f). Utreg-
ningene, sammen med noen kommentarer er vist her:

h=.25; % Tilordmer h
x=0:h:1; % Tilordner x-vektoren
f=sin(2*x+1) % Tilordner f-vektoren

H vV V VvV

0.84147 0.99749 0.90930 0.59847 0.14112

> f=f .’ h Gjgr f-vektor om til en sgylevektor

0.84147
0.99749
0.90930
0.59847
0.14112

A=1/(2*h)*[-2 2 0 0 O % Tilordner A-matrisa
10100
-1010
0-101
00 -2 2]

= VvV V V V V
N o o O 1



B=1/(2*h)*[-3 4 -1 0 O % Tilordner B-matrisa
10100
-1010
0-101
01 -4 3]

WV V V V VvV
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I

N
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> Axf % Regner ut D(f) = A f
ans =

0.62410
0.13565
-0.79805
-1.53635
-1.82941

> Bxf % Regner ut E(f) = B f
ans =

1.11254
0.13565
-0.79805
-1.53635
-2.12246

Vi finner altsé folgende

0.624 1.113
0.136 0.136
D(f)=| —0.798 og E(f)=| —0.798
—1.536 —1.536
—1.829 | —2.122
og minner om at
f(x1) ] 1.081
[ (x2) 0.141
f(x3) | = | —0.832
f(x4) —1.602
f(xs) | —1.980



Vi ser at estimatene for de deriverte stort sett er i neerheten, men ingen
er helt ngyaktige. Spesielt ser vi at E estimerer f'(x1) og f'(z5) bedre
enn D. I figur 1 er f'(z) plotta sammen med estimatene vi fant. Om vi

—f X
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Figur 1: Figuren viser f’(z) sammen med estimatene vi har funnet.

bruker en mindre h-verdi — og dermed flere punkter, far vi bedre samsvar.
Dette er illustrert i figur 2, som viser det samme som figur 1 — men med
h =0.125.

25 . | . L
0 0.2 04 06 0.8 1

Figur 2: Det samme som figur 1, men med h = 0.125. (Dei tilsvarande trans-
formasjonane har no R® som fra- og tilrom, og matrisense som tilsvarar A og B
har formatet 9 x 9.) Som vi ser, er samsvaret langt bedre enn det vi s& i figur 2.

e) Om E(f) regner estimat for f/(z), vil E(E(f)) gi estimat for det vi far néar



vi deriverer f to ganger — altsd f”(z). Vi regner ut “fasiten” forst:

() = —4sin(2z+1)
f'(x1) = —3.366
f(z2) = —3.990
f(z3) = —3.637
f(zg) = —2.394
f(z5) = —0.564
Sa E(E(f)) = BBf = B*f:
> B*Bxf
ans =
-3.9939
-3.8212
-3.3440
-2.6488
-2.0400
altsa
—3.994
—3.821
E(E(f) = | —3.344
—2.649
—2.040

Her kunne samsvaret har veert bedre — spesielt i endepunktene. Dette blir
enda tydeligere om vi ser pa figur 3. Heldigvis finst det bedre mater a
estimere dobbelt-deriverte pa.

Om vi gar tilbake til skrivematen i starten av oppgava, kan vi regne ut
T'(f) for ein generell f:

O 0 0 0 0 fla)
1/2 1/2 0 0 0 f(x2)
T(f) = Mf=h|1/2 1 1/2 0 0 f(xs3)

/2 1 1 1/2 0 Jen
12 1 1 1 1/2 ]| fas)

0

h(f(z1)/2+ f(x2)/2)

= | h(f(z1)/2+ f(z2) + f(x3)/2)
h(f(z1)/2+ fa2) + f(23) + f(24)/2)
h(f(z1)/2+ f(x2) + fx3) + f(2a) + f(25)/2)



Figur 3: Figuren viser f”(z) sammen med estimatene vi har funnet ved & utfgre
transformasjonen E to ganger pa f. Samsvaret er ikke imponerende...

Vi kjenner dette igjen som trapes-metoden for numerisk integrasjon:
[ [ f(z) da

oy f(2) dz

T(F) ~ | [ f(2)da
(z) dx

(z)dz

Jp (@
| Jes /(@

Som fgr regner vi ut “fasit” og estimat for var av f(z):

/f(a:) dx = —% cos(2z +1)+C
/Il flz)de = 0
I;Z 1 0.25
f(z)dz = [—2 cos(2z + 1)] =0.235
z1 0

3
f(z)de = 0.478

1

x4
flz)de = 0.671

1

x5
f(z)dr = 0.765

1

S4 estimatene:

> h=.25;
> x=0:h:1;



> f=sin(2*x+1) .’

f:

0.84147
0.99749
0.90930
0.59847
0.14112

.5 .50

1.5
11
111
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.00000
.12500
.12500
.12500
.12500

O O O O O

> Mxf
ans =

0.00000
0.22987
0.46822
0.65669
0.74914

Altsa:

Dette var vel OK samsvar, var det ikke? I Figur 4 har vi plotta estimatend

0
0
.5

O O O

]

M=h*[0 0 0 O

O O O O O

.00000
.12500
.25000
.25000
.25000

0.00000
0.00000
0.12500
0.25000
0.25000

T(f) =

vére sammen med [ f(t) dt.

0.00000
0.00000
0.00000
0.12500
0.25000

0
0.230
0.468
0.657
0.749

0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.12500
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Figur 4: Sammelikning mellom den kontinuerlige funksjonen F(z) = [ f(t) dt,
som er en antiderivert til f(x), og estmimatene vi regna ut basert pé transfor-
masjonen T(f).



