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Oppgave 1
a) i)
fa) = %
f/(it) _ (x2)/ . 62:13 + 1’2 (e2z)/ _ 2xe2m + £L,2622 . (21’)/ _
226%™ + 22%* = 22e** (1 + )
i)
g(r) = In(sinz)+a?
1 1
g(x) = ——  (sinz) +2z= S8 | 9p = + 2x
sinx sin x tanx

da:—fm —|—fln|2x—1|—|—0

[ (o) o faaes [

For & anti-derivere det siste leddet har vi bruka reglane
J1/zdx =In|z|+ C og
F'(z) = f(z) = [ flax + b)dz =1/a- F(az +b) + C.

ii)

/ cos z sin® z dx

Variabelbyte:

1
cos T

du

. U
r =sinx, d—:cosz, dx =
x

1 1 1
/cosxsingxdm:/cosxu?’ du:/ugdu: —u4C = Zsinfz+C
cosT 4

4
1 1 1
z+1 x 1
e = dx —d
[1x2+1 * /1x2+1 +[1m2+1 v

Det fyrste leddet pa hggre side blir null sidan integranden er ein odde
funksjon og integrasjonsintervallet er symmetrisk om 0. Ein kan ogséa
sja at det blir 0 ved variabelbyte:

u(=1) = (=1)*+1=2 og u(l):12+1=2

1 u(1) 2
x z 1 1 1
/ mdz:/ a%d“ﬁ/ y =0
-1 u(—1) 2

Det gir:
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Sidan [ 1/(2? 4+ 1)dz = arctanz + C, far vi at

JEARY 0 + [arctan z]* tan1 — arctan(—1)
xr = arctan x = arctan 1 — arctan(— =
122 +1 -t

2arctanl = ZE =

1
/ xe®® dx
0

.. — ’ o b b
Delvis integrasjon: [ uv’ dz = [uv]’ — ['u'vdz.
u=x=2"=1
V=2 = v =22

™
2

ii)

1 1 1 2 1
1 1 1
/ze%dz = |z-=e*® f/ 1~*€2Idl’:i707*/ 2 dx =
0 27 |, Jo 2 2 2 Jo
e? 1[%]1 e? 62+1 e +1
— — — e = — — —_ = .
2 4 0 2 4 4 4
d) i)
22 —4x 1260
22 —4r = 0
z(x—4) = 0
r = 0 eller 2—4=0

=0 eller =4

(1—i)z = 1+/3i
L 1+v3i  (L+v3)(1+4)  1+i+V3i+32
1—i (1—d)(1+14) 1+1
V3—1 V341,
Ty T

Pa polarform:
1—i— \/ie—iﬂ'/4, 1+ \/§2 = 26”—/3 slik at

\/§€_i7r/4 z = 26”"/3
26i7r/3 2 . ]
= = ein/3-(=n/4)] = (/9 iTm/12
z e o
V2 /3 V2t
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Oppgéave 2
Newtons metode gar ut pa & lgyse likninga f(x) = 0 ved & iterere pa formelen

f(an)

ITn4+1 = Tn — f’(l‘ )
n

Om vi samanliknar dette uttrykket med linje 6 i skriptet, ser vi at ma ha at
f(z) =e*+sinz+1.60—7og f'(z) = e®+cosz+1.6. Om vi deriverar uttykket
for f(z), ser vi at vi fatisk far e® + cosz 4+ 1.6 for f’(x), sd dette stemmer.
Likninga vi forsgker a lgyse er altsa

e’ +sinx+1.6c—7=0

Presisjonen i lgysinga er bestemt av parameteren pres. Av while-lgkka ser vi at
iterasjonen stoppar nar |x,4+1 — | < pres. I linje 3 er pres sett til & vere 0.1.
Om vi vél ein lagare (positiv) verdi for pres, ber vi fa eit meir ngyaktig svar.

Oppgéave 3

a) Vi skal finne den maksimale verdien g kan ha. Maksimalverdiar kan vere
randpunkt eller punkt der den deriverte skiftar forteikn fra positiv til
negativ. Vi deriverar:

g () = 140.1(e""" 0.1(10z — 2°) + *'*(10 — 2z)) =
1+40.1e"" + (2 = 0.12% + 10 — 22) = 1+ 0.1e%'(10 — 2 — 0.127)
Sidan ¢’(0) =1+ 0.1-10 = 2 > 0, vil ikkje randpunktet i x = 0 vere eit

maksimalpunkt. ¢’ mé difor endre forteikn for at g skal vere maksimal.
Sidan bade g og ¢’ er kontinuerlege, ma ¢'(x) vere 0 der dette skjer. Altsa:

140.1e%(10 — 2 — 0.12%) = 0

b)
dv
B o g hv=kwtg/h)
SR
v+g/k
[ty = [-ra
v+g/k
Injlv+g/kl] = —-kt+Cy
v+g/k = Ce ™ (C = +e1)
vo= Ce*ktgzce*‘)“ ;—01 Ce™ "1 —100
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Initialkrav: v(0) = vo = 15 (med m/s som eining). Det gir:
15 = Ce’—100
C = 15+100=115

Vi far at
v(t) = 11579 — 100

c) Vilet h(t) vere hggda kula har over bakken, malt i meter, etter ¢ sekund.
Vi veit at h(0) = 2 og at h'(t) = v(t) der v(t) er gitt over. Dermed har vi

at!
—0.1t 115 —0.1t
h(t)= [ o(t)dt = [ (115e7 " —100) dt = —o1¢ 10+ C=
—1150e~ % — 100t + C
Vi far bestemt C ved initialkravet:
ho) = 2
~1150° =0+ C = 2
C = 241150 = 1152

Dermed far vi at h(t) = —1150e=1% — 100t + 1152. Nar kula treff bakke
er hggda null — altsa skal vi ha at h(t) = 0. Det gir denne likninga:

—1150e %1 — 100t + 1152 =0

Oppgave 4
a)
-3 1 1
2 0 -1 11 =2
A= 120,3_[ },0_{ }
5 5 1 43 2 3 5 —2

A er ei 3x3-matrise, B er ei 2x3-matrise. Sidan dei har ulike format, er
ikkje summen av dei, A + B, definert. Vidare, sidan A har 3 sgyler og B
har 2 rekker, er heller ikkje produktet AB definert.

-3 1 1
BA_[Zg_é]~ 1 2 0=
2 —2 -1
2-(=3)+0-2 24+0—(-2) 240—(-1) ] _
4-(=3)+3+2-2 4+3-2+2-(-2) 4+0-2
-8 4 3
-5 6 2

L Alternativt kan ein implementere initialkravet direkte ved & sette opp uttrykket
h(t) — h(0) = [{v(t')dt'.
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40 -2 3 61 B
8 6 4 15 —6 | | 8-9 6-15 4—(-6) |
1 -3 4
-1 -9 10
b)
-3 1 1 0o 7 1 .
detA=| 1 2 0|=|1 2 01‘_6 _1’
2 -2 -1 0 -6 —1

—(7-(=1)=1-(-6)) =1

Determinanten til A er ulik 0. Difor er A invertibel.

c¢) Vi rekkereduserar totalmatrisa for likningssystemet til trappeform:

2 a 3 1 3 b 1 3 b
1 3 b 2 a 3 0 a—6 3-—2b
i) Dersom a—6 # 0, vil vi fa eit leiande tal bade i sgyle 1 og 2, og z1 og
2o vil bli eintydig bestemt. Vi far altsa eintydig lgysing nar a # 6.

Dersom a = 6, vil totalmatrisa pa trappeform sja slik ut:

1 3 b
0 0 3-2b

For at dette skal tilsvare eit konsistent likningssystem, méa vi kreve at
3—2b =0, eller at b = 3/2. Vi ser ogsa at x5 vil bli verande ubestemt
sidan der ikkje er noko leiande tal i sgyle 2.

ii) Vi far uendeleg mange lgsyingar nar a = 6 og b = 3/2.

iii) Dersom 3 —2b # 0, vil likningssystemet bli inkonsistent. Vi har altsi
inga lgysing nar a = 6 og b # 3/2.

Oppgéave 5

z | 0 [ 05 | 1 | 15 | 2
f(x) ] 2.000 | 2.301 | 2.243 | 1.938 | 1.546

a) Vi brukar midtpunktsformelen for numerisk derivasjon:
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Her er h = 0.5. Vi far

f(1) = f(0)

1(0.5) ~ 50F

= 2.243 — 2.000 = 0.243

b) Vi brukar trapesmetoden:

/ F()do ~ (f<o> T F05) + 1)+ F(L5) + 1f(2)> _
0.5 05 2.000 +2.301 +2.243 +-1.938 +0.5 - 1546)—41275~4128

c)
f(xz) = 2cos(0.92) + =
f(x) = 2(—sin(0.92))-0.90 + 1 = —1.8sin(0.9z) + 1
F(05) = —18sin(0.9-0.5)+1=—1.85in0.45 + 1 ~ 0.2171

2

2 de = 22 0.9 dr = |2 sin(0.9 L]
/Of(w) T = /o( cos(0.97) + ) dz = @sm(.x)+§x -

0

20 1 20
jsin(0.9 2+ 5 22 0= 3 Sinl8+2~4.1641

Feilen i estimatet fra a) blir [0.243 — 0.2171| = 0.0259 =~ 0.026.
Relativ feil: 0.0259/0.2171 =~ 12%.

Feilen i estimatet fra b) blir [4.1275 — 4.1641| = 0.0366 ~ 0.037.
Relativ feil: 0.0366,/4.1641 ~ 0.88%.

Oppgéave 6
a)
- sinz — 0

dy sinz

de Y

ydy —sinx dzx

/ydy /—sinxdm

Ly

3 cosz + C
y? 2cosx+C (C=2Ch)

y +v2cosx+ C
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b)
y = xsinz?
y = /zsin z? dx
Variabelbyte:
u =2 %2232, dxz%du

1 1 1 1
y = /azsian dx = /xsinu—du = - /sinudu = ——cosu+C = —= cos z°+C
2x 2 2 2
Initialkravet y(0) = 1 gir at

1
—§COSO+C =1

Dermed far vi lgysinga

= flcosx2 +§
Y~ 3 2

c¢) Eulers metode gar ut pa estimere lgysinga av eit 1. ordens initialverdiprob-
lem, gitt pa forma

y' = F(z,y) med initialkravet y(zo) = yo
Ein estimerar y(x,,) slik

Yn+1 = yn+F(xmyn)'h der
T, = To+n-h

Yo er gitt ved initialkravet. For liten nok A vil vi ha at y,, ~ y(z,,).

I skriptet ser vi at initialkravet er gitt i linje 1 og 3: x9 = 0 og yo = 1. Om
vi samanliknar formelen over med linje 15 og 16, ser vi at

F(xp,yn) = \/yn + cosz,

(Variabelen yD tilsvarar y’.) Initialverdieproblemet som skriptet freistar &
lgyse er altsa

Yy =\y+cosz, y(0)=1




Hggskolen i Oslo og Akershus

Oppgéave 7
Vi skal bestemme matrisa A slik at T'(x) = Ax. Vi veit at A oppfyller
A = [T(e1)|T(e2)]

der einingsvektorane

o[3] v o [t]

Vi veit at transformasjonen 7" er linezer. Difor har vi at

9 3
T( ) = T(2e1+1ley)=2T(e;)+T(ea)=| 0 og
[ 1 ] 1
5 0
T(|: 3 :|) = T(561 + 362) = 5T(e1) + 3T(62) = -1

1

Sidan T'(x) skal ligge i R3, kan vi skrive

X1 Z2
T(e1)=| wn og T(e2)=| 2
z1 22

Om vi set dette inn i likningane over, far vi tre likningssystem — eitt for kvar av
komponentane. Koeffisientmatrisa er den same for alle tre:

2 1 x| |3 2 1 yio| 0
5 3 (la |70 |5 3w || -1] %
2 1 2| |1
5 3 Z9 o 1
Vi kan lgyse alle tre ved & rekkeredusere pa ei stor totalmatrise:
13 01 2 3 0 1
3 0 -1 1 1
1
1

-6 -1 -1
-6 -1 —1}

1

1

1 1 -6 -1 -1
3 0 1 0 -1 15 2 3
0 9 1 2 0 9 1 2
-1 15 2 3 1 -1 -2 -3

O~ N~ Ol

Dermed far viat x1 =9, y1 =1, 21 =2, x5 = —15, yo = —2 og 2o = —3 slik at

r1 X2 9 —15
A=y y2 | =] 1 =2
21 z9 2

-3
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Alternativt kan vi bruke insettingsmetoden. Sidan

3
2T(e1) + T(BQ) = 0 3
1
har vi at
3
T(eg) = 0 — 2T(e1)
1
Vi set dette inn i likninga
0
5T(e1) + 3T(82) = -1
1
slik at vi far at
3 [ 0]
5T(e1)+3 0| —2T(e1)| = -1
1 | 1]
[ 0] 3
5+3-(=2))T(e1) = -1 |1-3]0
| 1] 1
o]
7T(el) = -1
L _2 -
[ 9
T(el) = 1
| 2
Dermed far vi ogsa bestemt T'(es),
3 9 —15
Tex)=| 0| —-2|1]|= -2 ,
1 2 -3
og standarmatrsia blir
9 -15
A=[T(e))|T(e2)] =] 1 -2

2 -3

Ein kan ogsa lgyse oppgava ved hjelp av invertering. Vi veit at

3 0
A{?}: 0 og A[g]: -1 1,
1 1
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eller, skrive som ei matriselikning;:

3 0
AR
1 1
slik at
3 0 9 571! 3 0 1 3 _s 9 -—15
A= U s Y e sTsal a2 T 2
11 11| 0T 9 _3

10



