Matematikk 1000

Ovingsoppgaver i numerikk — leksjon 7

A lpse likninger

Den viktigste metoden vi skal lzere & implementere! i denne leksjonen er Newtons
metode. Videre skal vi se litt pa while-lgkker. Dette er det siste programme-
ringstekniske begrepet vi skal innfgre i dette kurset.

Vi starter med et lite gjennsyn fra forrige leksjon:

Oppgave 1 — Halveringsmetoden — igjen

I leksjon 6 lgste vi likninga
Vx = cosx

ved hjelp av halveringsmetoden. Vi skal né gjore det samme — men pa en litt
mer elegant mate. Vi vil innfgre en ny type lgkker: while-lgkker. Dette er den
aller siste av de grunnleggende kommandoene vi skal leere & bruke i dette kurset.
Fi while-lpkke har denne strukturen:

while <logisk pastand>
<utfgr kommandoer>
end

Ei slik lgkke kombinerer egenskapene til bdde for og if. Som med for, blir
sekvensen av kommandoer mellom while og end utfert flere ganger. Men med
for blir dette antallet bestemt pa forhand. Med ei while-lgkke vil det veere
avhengig av den logiske pastanden; kommandoene inne i lgkka blir utfort sa
lenge den logiske pastanden er sann. P4 den méten ligner satsen pa if. Men nar
man i en if-sats bare gar videre nar man kommer til end, vil man g tilbake til
starten av lgkka i ei while-lgkke og kommandoene vil bli gjentatt dersom den

logiske pastanden fremdeles er sann?.

'T fglge ordboka til Sprakradet, kan dette ordet definieres slik: implementere v2 (fra eng,
av lat implere ’gjore ferdig’) innfore, iverksette; i edb: installere og fa maskinvare el. program
til & virke.

’Denne konstruksjonen er alt annet enn “idiotsikker”. Om vi skulle komme i skade for &
skrive en pastand som alltid er sann, vil lgkka “aldri” stanse. Om dette skjer, kan skriptet
stoppes fra kommandovinduet ved a trykke Ctrl+C.



a) Med utgangspunkt i skriptet du lagde i leksjon 6: Erstatt linja med for
i skriptet ditt med denne: ‘while abs(b-a)>1le-3’ og kjgr skriptet igjen.
Funksjonen abs(x) gir absoluttverdien, |z|, og ‘1e-3’ betyr 1-1073. Hvil-
ken forskjell utgjer denne forandringa? Hvordan kan du med ei veldig lita
justering av skriptet fa et mer ngyaktig svar?

b) Med utgangspunkt i det samme skriptet, forsgk & lgse denne likninga:
2r —\r=4.
Sgrg for at feilen ikke blir storre enn 1075,

Denne likninga kan faktisk lgses med papir og blyant; lgsninga er

r = (1 + +/33)%/16. Forsgk & komme fram til denne lgsninga selv, og
undersgk om den numeriske lgsninga du fant faktisk ligger sa nzer den
eksakte som den skulle.

c) Forsgk & finne ut hvor mange ganger while-lgkka har gatt, hvor mange
iterasjoner vi matte gjgre, for & fa svaret med ngyaktighet 107°.
Hint: Dette kan du gjogre ved & innfpre en ny variabel som starter med a
veere 0 og som gker med én for hver iterasjon.

For ordens skyld: Nar det gjelder halveringsmetoden, er sammenhengen mellom
ngyaktigheten og antall halveringer sapass enkel at man lett kan regne ut hvor
mange iterasjoner man trenger for en gitt ngyaktighet. Om man gjor det, kan
man like godt bruke ei for-lgkke som ei while-lgkke. Med Newtons metode,
derimot, er der ingen enkel sammenheng mellom antall iterasjoner og ngyaktig-
het3.

Oppgave 2 — Newtons metode (og litt til)

Newtons metode gar ut pa a lgse likninga f(x) = 0 ved & starte med & gjette
pa en x-verdi som tror ligger i neerheten av ei lgsning. Denne kaller man zg. Sa
itererer man pa dette uttrykket:

f'(zn)

Dette gjor man til x,41 og x, er tilnserma like.

Tn4+l = Tn —

a) Dersom man faktisk har at 2,41 & z,, nar n er stor nok; hvorfor er da z,
ei tilneerma lgsning av likninga f(x) = 07

b) Lag et skript som implementerer denne metoden for likninga \/z = cos .
Gjor dette bade som ei for-lgkke der du selv bestemmer antall iterasjoner
og som ei while-lgkke der du bestemmer ngyaktigheten.

Hva er fordelen med & gjore dette med ei while-lgkke?

3Spgrsmal av typen “hvilken lgsning nzermer Newtons metode seg — og hvor raskt” kan lede
til nydelige, fraktale bilder. Sgk gjerne pa “Newton fractal” pa nettet.



¢) Hvor mange iterasjoner trenger du for fa et svar med en feil som er mindre
enn 1075 7

Har halveringsmetoden noen fordeler framfor Newtons metode i det hele
tatt?

d) Bruk Newtons metode til & lgse likninga fra oppgave 1 b) — med samme
ngyaktighet. Stemmer lgsninga?

Vi skal na se pa en tredje iterativ metode for & lgse likninger. Om vi kan skrive
ei likning pa forma
r=g(x) ,
kan vi, som med Newtons metode, starter vi med & “tippe” pa en zg. Sa itererer
vi pa denne maten:
Tnt1 = 9(2n)

e) Hvorfor har vi funnet ei tilngerma lgsning hvis z,41 ~ x,7?

f) Implementér denne metoden og forsgk & bruke den til & lgse de samme
to likningene som vi lgste med halveringsmetoden og Newtons metode.
Merk: Ofte kan ei likning skrives pa forma = = g(x) pa flere méter. I sa
fall kan det godt tenkes at metoden fungerer for én variant men ikke for
andre.

Ekstra-oppgave 1: Tredjegradslikninga

Vi husker at den generelle andregradslikninga ax? + bz + ¢ = 0 har lgsningene
¢ = =bEvh—dac VQZLMC. I det komplekse planet vil denne likninga alltid ha to lgsninger®.
Pa samme méte vil den generelle tredje- og fjerdegradslikninga alltid ha tre
(komplekse) lgsninger — og ogsa disse kan finnes med “papir og blyant”®. For
tredjegradslikninga,

ard + b’ +cx+d=0 |,

er de tre lgsningene x1, T2 og 3 gitt ved:

1 Ag
=——0b — k 1,2
Tk 3a< +ukC+UkC>, E{, ,3}

—1+3i —1—+/3i
U1:17 U = —(—, Uy = ——/—
2 2
C_§/A1+W§4Ag
o 2

Ay = b — 3ac
Ay = 2b% — 9abe + 27a°d

4Det kan skje at formelen gir den samme lgsninga to ganger.
SLitt mer presist: Man kan skrive opp den generelle lgsninga ved hjelp av addisjon, divisjon
og rot.



De tre tallene ug, us og ug er de tre Igsningene av likninga u® = 1.

a)

Lag ei m-fil, et skript eller ei funksjonsfil, som regner ut denne lgsninga. Om
du velger & gjore det som ei funksjonsfil, skal de fire koeffisientene, a, b, ¢
og d, veere argumenter (“input”) for funksjonen, og alle de tre lgsningene,
x1,x2 0og x3, skal veere funksjonsverdier (“output”). Dersom du velger &
implementere lgsninga som et skript, kan du enten bruke input-funksjonen
for & gi koeffisientene fra kommandolinja, eller du kan helt enkelt tilordne
dem i selve skriptet (sdkalt “hardkoding”).

Bruk m-fila for noen ulike sett med koeflisienter som du velger selv, og
kontrollér lgsningene — for eksempel ved & plotte lpsningene sammen med
tredjegradspolynomet.

Formelen over er ikke uten videre i stand til & hdndtere alle mulige tilfeller.
Vi ser at den bryter sammen dersom C' = 0, noe som skjer dersom Ag =0
og Ay < 0. I dette tilfellet kan formelen “repareres” ved & sette

. i/Al—\/—A%—zl-O?’ x
= = 1 .
2

Som et sartilfelle har vi at 1 = 29 = x3 = —3% nar Ag = Ay = 0.

Modifiser m-fila slik at den blir i stand til & takle disse tilfellene ogsé.

Ekstra-oppgave 2: Bursdag samme dag

Vi antar at alle fadselsdagsdatoer er like sannsynlige. Hvor mange elever ma det
minst veere i en gjennomsnittlig skoleklasse for at der sannsynligvis er noen med
bursdag samme dag?

Litt starthjelp: Elev nummer 1 har bursdag en eller annen dato. Sannsynligheten
for at elev nummer 2 har bursdag en annen dag, er 364/365. Elev nummer 3 har
2 dager mindre & velge i; sannsynligheten for at denne eleven har bursdag pa
en “ledig” dato er 363/365. Sannsynligheten for at alle tre har bursdag pé ulike
datoer, blir da produktet

865 361 363
365 365 365



