Matematikk 1000

Ovingsoppgaver i numerikk — leksjon 9

Numerisk integrasjon

Forstielsen av integralet som et areal ligger til grunn nar vi skal beregne inte-
graler numerisk. Litt mer presist: Nar f(x) > 0 for alle x i intervallet [a, b], kan

vi oppfatte integralet ,
| rads
a

som arealet avgrensa av x-aksen, linjene x = a og x = b og grafen til f. Se
figur 1.
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Figur 1: Figuren illustrer hvordan integralet f; f(x) dx kan sees pa som et areal
(nar f(x) >0). Her er f(z) =23, a=10gb=3.

Til sist i dette oppgavesettet — for spesielt interesserte, introduserer vi en helt
annen mate & regne integraler pa: Monte Carlo-integrering. Denne metoden er
ikke pensum, s& dersom du ikke er spesielt nysjerrig, kan du hoppe over denne
oppgava med god samvittighet. Men metoden er bade artig og nyttig — ikke
minst nér det gjelder integraler over flere variable.



Oppgave 1 — Integral som en sum av rektangler

Vi tar utgangspunkt i funksjonen
f(@) =2
og avgrenser x til intervallet [1, 3]

a) Bruk intergrasjonsregler du kjenner fra for til & regne ut f13 f(x)dx. (Gjor
dette med papir og blyant.)

b) Regn ut summen
0.5 f(1) + 0.5 f(1.5) +0.5- f(2) +0.5- f(2.5) ,

og sammenlign den med svaret i a). (Dette kan gjores med papir og blyant
eller i MATLAB.) Se figur 2.
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Figur 2: Her har vi delt intervallet [1,3] opp i 4 mindre intervaller med lengde
Azy = 1/2. For hvert delintervall har vi et rektangel med hggde bestemt av
funsksjonen f(x).

¢) Summen fra b) kan skrives slik:
4
Awy Y flai)
i=1

der Azy = (3—1)/4 0g z; =1+ (i — 1)Axs. Om vi hadde delt intervallet
[1,3] opp i n deler i stedet for 4 deler, ville summen sett slik ut:

=1



35

Figur 3: Denne figuren viser det samme som figur 6 — bortsett fra at vi her har
delt intervallet pa& z-aksen opp i 10 biter i stedet for 4.

der Az, =(3—1)/nogz; =1+ (i —1)Ax,.

Hvorfor kan vi si at en sum av denne typen vil naerme seg integralet fra
a) nar n blir stgrre og storre? (Hint: Se figur 3.)

Lag et MATLAB-skript som regner ut summen over og bruk det til 4 finne
summen for ulike! verdier av n.

Hvor stor & n veere, sdnn omtrent, for at forskjellen mellom summen og
integralet skal veere mindre enn 1073 ?

I figur 2 ser vi at hgyden av rektanglene konsekvent er gitt ved f(x)-verdien
i venstre kant. Om vi i stedet hadde brukt hggre kant, som i figur 4, vil
x; bli endra til z; = 1 4+ iAx,. Justér skriptet ditt slik at den regner ut en
“hggre sum” i stedet for en “venstre sum” som over og gjenta deloppgave
d) med dette skriptet.

Et tredje alternativ er & regne ut summen med x; gitt ved midtpunktene,
x; =1+ (i —1/2)Ax,. Se figur 5.

Hvor stor m& na n vaere for at forskjellen mellom summen og integralet
blir mindre enn 1073 ?

Summer av denne typen kaller vi Riemann-summer. Du vil nok hgre mer om
slike siden.

'Det enkleste er & skrive n inn i skriptet og lagre det pa nytt hver gang. Men vi kan
unngé dette ved & gjore skriptet om til ei funksjonfil med n som argument eller ved & bruke
input-kommandoen i MATLAB.



Figur 4: Denne figuren viser det samme som figur 2 bortsett fra at hggda av
rektanglene er bestemt av funksjonsverdien i hggre kant av hvert del-intervall —
i stedet for venstre kant som i figur 2.
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Figur 5: Denne figuren viser det samme som figur 2 og 4 — bortsett fra at hggda
av hvert rektangel her er bestemt ved midtpunktet i hvert del-intervall.

Oppgave 2 — Integral som en sum av trapeser
I denne oppgava bruker samme f(x) og samme intervall for = som i oppgave 1.

a) Med utgangspunkt i figur 6: Estimér integralene ved & regne ut summen av
arealene av trapesene. (Et trapes er en firkant der to av sidene er parallelle
og de to andre ikke trenger & vaere det. Arealet av et trapes er gitt ved
h(a+b)/2, se figur 7.)

b) Med n = 4, vis, med papir og blyant, at summen i a) er gjennomsnittet
av venstre- og hggresummen fra oppgave 1. (Dette gjor vi med papir og
blyant.)



Figur 6: Figuren viser hvoran integralet kan éstimeres som en sum av arealene
til trapeser.

Figur 7: Et trapes.

c) Med en generell n, kan trapes-summen skrives som

T, = 8, (G 0) + £(@1) + o+ Flonen) + 31G00)

der Az, = (b—a)/n og z; = a + iAx,. Merk at z9 = a og =, = b. (Her
era=10gb=3.)

Lag et skript som regner ut denne summen og finn summen for ulike verdier
av n. (Dette kan gjgres ved & lage ei for-lgkke med if-satser som tar for
seg det forste og siste leddet inni. Men det enkleste er & la for-lgkka bare
ga fra og med i = 1 til og med ¢ = n — 1 og sa handtere endene, i = 0 og
i = n, for seg selv.)

d) Hvor stor ma n vaere na for at differansen mellom integralet og summen
av trapes-areal skal bli mindre enn 1073 ?



Oppgave 3 — Uten “fasit”

I denne oppgava skal vi blant annet regne ut integralet

2
/ sin 22 dz
0

Selv om sin 22 kan veere bade positiv og negativ nar = € [0, 2], vil likevel trapes-
summen fra oppgave 2 gi gode estimater for integralet nar n blir stor nok.

a) Bruk skriptet du lagde i oppgave 2 til & finne ei tilneerming til dette in-
tegralet. Hva ser integralet ut til & bli? (Sagt p& en annen mate: Hva ser
det ut til & konvergere mot?)

b) Hvorfor har vi ikke bedt deg finne dette integralet ved anti-derivasjon?
¢) Pa samme méate over: Forspk & bestemme folgende integral:
D) 2 et dt
ii) 01/2 tan(x? + 1) dx
iii) f_ll sin 23 dx
d) Selv om vi ikke kan finne noen enkel antiderivert til sin 23, kan vi likevel si

med sikkerhet at ffz sin 23 dz = 0. Hvorfor kan vi vaere sa sikre pa dette?

e) Endre den gvre integrasjonsgrensa i initegralet i deloppgave d) ii) til 1.
Hva skjer nar du forsgker a regne ut integralet? Hvorfor skjer dette?

Generelt er det helt essensielt at vi sjekker at svaret vart konvergerer for vi
konkluderer med at vi har bestemt integralet; vi kan ikke tillate at verdien vi
far for integralet skal veere avhengig av n.

Ekstra-oppgave: Monte Carlo-integrasjon

For & veaere tydelig: Denne metoden er ikke pensum. Men den kan vaere verd a
se litt pa likevel. Teorien er ikke vanskelig.

Middelverdien, eller gjennomsnittet, av en integrerbar funksjon f pa intevallet

[a, b] er definert som
1 b
v=5"a /a f(z)dx

Samtidig vet vi at vi kan finne gjennomsnittet ved & gjore mange “méalinger”,
legge dem sammen og dele pé antallet. Tenk deg at vi velger mange x-verdier
tilfeldig og finner f(x) for hver av dem slik at vi far et sett med f-verdier: f(xy),



f(z2), ..., f(zyn). Her har vi gjort n “méalinger”. Om n er stor nok, vil vi, som
sagt, kunne finne gjennomsnittet slik:

g (f) + F@) ot f) = -3 f)
=1

n =

a) Ut fra det som star over, forklar hvorfor

n

b b—a
| f@ydem Y )

i=1

for store n.

b) Funksjonen rand i MATLAB gir et tilfeldig? tall mellom 0 og 1. Hvordan
kan dette brukes til & generere et tilfeldig tall mellom a og b7

c¢) Velg deg en funksjon f og endepunkter a og b og beregn f; f(x)dx ved
anti-derivasjon. Du kan godt velge det vi s& pa i oppgave 1 og 2. Lag et
skript eller ei funksjonsfil som beregner integralet ved hjelp av formelen
fra a). La n vaere en input-variabel. Undersgk hvor stor n ma veere for at
metoden skal gi et rimelig ngyaktig svar. Lag gjerne et plott som illustrerer
konvergensen.

?En datamaskin er ikke egentlig i stand til & generere tilfeldige tall; tallet du far ut er et
pseudo-tilfeldig tall.



