Matrix Product States(MPS)



Warum brauchen wir sowas ?

e Stark abgeschirmte * 1-Teilchen-Bild ist OK

Wechselwirkung * Fermi-Flussigkeit

* DFT ist Konig

electron cloud  energy
. \

—-’/
; half-filled conductor

lattice potential



Warum brauchen wir sowas ?

e Starke Korrelationen ¢ Fermiflussigkeit
zerfallt

e Gute Modelle
gesucht

* Verschrankung

energy

4
—-—/
; half-filled insulator

eg. high-Tc
P parent compounds

lattice potential DOS




"Einfache” Spielzeugmodelle

e Hubbard-Modell #=-t > docjo+he +UZnTn

(i,7):0
Zustande

{0, 10, 10, [1h®" d=4

* Heisenbergmodell # = JZS 8, —JZ%SW +57S0) + 87

{{ 1), 4}3%* d=2
* Klassischer Spin * Quantenmech. Spin
* 2N-Freiheitsgrade » 2N-Freiheitsgrade

* Up und Down * Verschrankung!



R ——

Wie l6st man das ?

* Exakte Diagonalisierung
Limitiert auf ~40 Spins / ~20 Elektronen

* Monte Carlo Sampling / Stochastische Methoden
“Sign-Problem” fir Fermionen

* Physikalische Kompression des Hilbertspaces
/ Selektion eines Unterraums

Hilbert space

ground states are here!




Wie lost man das ?

* Exakte Diagonalisierung
Limitiert auf ~40 Spins / ~20 Elektronen

* Monte Carlo Sampling / Stochastische Methoden
“Sign-Problem” fir Fermionen

* Physikalische Kompression des Hilbertspaces
/ Selektion eines Unterraums

Variationsrechnung
Renormalisierungsgruppentheorie

MPS Finden einen passenden Unterraum!



Definitionen

quantum system living on L lattice sites
d local states per site {0;} ie€q1,2,...,L}
example: spin 1/2:  d=2 BN ‘ ‘

Hilbert space:

H=oH;  Hi={L),...,|di)}

most general state (not necessarily |1D):

66 Z VL oy L o)

abbreviations: {0} =01...0 o}



Und jetzt die Matrizen

* Einfachste Herangehensweise (Mean-Field)

col 9L =% . %2, . %L dt — 4], coefficients

* Feature: Verschrankung fehlt

* Ersetze Koeffizienten durch Matrizen
|1b>: Z MglMJQ...MJL‘O'lo'Z...O'L>
O14...,0],

Matrizen sind nicht quadratisch!
1Xn, nXm, mxX..., ... x|, x1



Beispiel fur MPS

) =TT A1) + e 1) + T + e L)

1 1

singlet state: ¥) = —=| 1) — —=| I1) ¢ £ clet
—— — N O _

M — 1 0] MT2 — s
¢ — M - M°? L V2
-1

Mh =01 M| V2
works! 0 |

* AulRerdem: Neue Eichfreiheit!

XX_1 — 1 MO'?; N MUZX MG'?;_|_1 N .X_lMUH_l



Eichung =SVD ?

* Neue Eichfreiheit nutzen!
— Singular Value Decomposition

A=USVY viv=1 Vviv=r

S ist diagonal mit den “Singular values”
* \Voller InNformationsgehalt (Verschrankung) bei
evtl. Geringerer Dimension —» Kompression

e Kurze Information SVD ist nicht EVD
A=USV! AU = UA



Baukasten fur MPS?

e Start mit einem Site und nimm den nachsten dazu
 Und nimm den nachsten dazu

\af-1>A |Uf> \a.r?)A
o —
1 -1 7/ /

ag) = Y {ap—1,00]ag)|ar—1)|oe) = Z Mg! | o, lae—1)|oe)

Ag_1,0y¢ Ap __1,0y¢




Wie sieht man Verschrankung?

* Nimm das System und teile es in A/B
o s}

OO0 000000000000 O00O0

1 ¢ /+1 L
dimHa dim Hp

W= > Y wulialids

dim H 4

D)y =Y sela)ala)s  la)a= D Uili)a

1=1



Wie sieht man Verschrankung?

* Dichtematrix
pa=trplv) (W] = silaja ala| [¥) =la)ala)p
a=1
* Verschrankungsentropie
Sap(|¥)) = —trapalnpy = —trppplnpp = — Z s?Ins?

. . .11 1.1
° Singlet PA — PB — dl&g(§, 5) —2- § In § — In2

* Maximale Entropie —D-D'lnD'=InD



Warum ist 1D gukt?

* Maximale Matrixgrof3e ~ Verschrankungsentropie

LT

-<— [ —> <] —> - [ —>
S(L) ~ L?

S<InD=D>¢°




Viele Indizes hier und da

* Ein besserer Weg zur Kommunikation der
Kalkulation

O Oy Oy,

é_ a, dy-) $ as dr-1 4& di-1 ?

O

Links Bulk Rechts Konjugiert

o )

60066660

Kompletter Zustand definiert!




Baukasten Fur Diagramme

 Skalarprodukt —jetzt als Diagramm

(Pl)

SEcEcEEe

@

)



Baukasten Fur Diagramme

* Renormalisierungsgruppe — jetzt als Diagramm

\af-l)A \C‘f) |a.€>A
o —»
1 /-1 ¢ /
ag) = Y {ag—1,00ar)|ac_1)|oe) = Z MZ! | a,lae—1)|oe)
Qp_1,0y¢ Ag—1:0¢

::::: Oy

_______

_______



Das waren Zustande

* Wir wissen jetzt wie wir unsere Zustande
darstellen und aufbauen.

 Jetzt fehlen nur noch die Operatoren



Jetzt Matrix-Produkt-Operatoren

 Jetzt fehlen nur noch die Operatoren

general operator:

O = 01...00,07...07 / /
— C o1 ...op){07...07]
{o} {0}
matrix product operator:
e . 0'10'1 U’QU; CJ'LG'TL / /
O = M1 Mo2%2 M lo1...0p)(0)...07
{o} {0’}

o hehbe.. 5. I

! ! !

Z
C Jl,o-"'l * 60-2,0-5 e e e (S )JBEJ! e e T 60_1;50-’



Jetzt Matrix-Produkt-Operatoren

* Heisenberg-Modell

e

o= MWYparRh oy il Z M-

o
0i,0;

L—l L
’“:JZ (57757 + 578+ 5757, +hy S
1=1 1=1

i) (0]

~ —

I 0 0 0 0
S+ 0 0 0 0
M =1 g 0 0 0 0
S 0 0 0 0
hS* (J/2)S™ J*S* (J/2)ST I



Jetzt Matrix-Produkt-Operatoren

*Viele Indizes - Her mit den Diagrammen

b4

o, o
}

Moy () = 2 Naw My i i i i i i T




Jetzt kommt Physik

* Wie finden wir damit einen Grundzustand? DMRG

H .
min w()lbw‘);b) & min ((MHW)) — /\(l/)W)))
* Nicht so
qut ? ? ?

* Sweep the Hotsite
Besser

s sessss
Multlllnear 1] i i

T

(L]

T 7
e Erue
b9



Alles stationar

*Bis jetzt keine Zeitentwicklung!

() = e H|(0))



Alles dynamisch

() = e H|(0))

e Suzuki-Trotter

N—-o0o 71—=0 Nt =T T ~ 0.01
N L-1

_1HT He—lHT H e—lZL L h, T@H H e—lh T

k=1 1=1

- ~ i 1 ~ T — O
A+B _ eAeBe}ﬁ] o 2
[hi’T, hi_|_1’7'] X T



Alles dynamisch

* Suzuki-Trotter meets Heisenberg

H = Hodd +Heven; odd — E h21, 1, even — E th
—1HT —i1HevenT - —1HoaaT

o . — e ; "e R e : e_lH evenT — He_lh2 iT —1Hodd‘T He—th —1T

1

e

calculation of e PiT  as (d2 X d2) matrix:

HU=UA H;,=UAU" = e 7" =yeMUT =U .diagle M7, e P27 . ). UT

wr

even bonds
one time step: dimension grows as d?
odd bonds P &

initial state




Alles dynamisch bis zu

* Grenzen der Zeitentwicklung in MPS

S(t) < S5(0) + est. x 2vt

* Mehrere Dimensionen
— Exponentiell mehr Rechenaufwand



Weitere Infos

09.11.1992 S.R.White: Density Matrix Formulation for Quantum
Renormalization Groups (PRL 69,2863 (1992))

,, This new formulation appears extremely powerful and versatile, and we believe it will become the
leading numerical method for | D systems; and eventually will become useful for higher dimensions

as well.“

~2004 old insight ,,DMRG is linked to MPS (Matrix Product States)™
goes viral

Ostlund, Rommer, PRL 75, 3537 (1995), Dukelsky, Martin-Delgado, Nishino, Sierra, EPL43, 457 (1998)

Vidal, PRL 93,040502 (2004), Daley, Kollath, Schollwock,Vidal, J. Stat. Mech. P04005 (2004),
White, Feiguin, PRL 93, 076401 (2004),Verstraete, Porras, Cirac, PRL 93,227205 (2004),
Verstraete, Garcia-Ripoll, Cirac, PRL 93,207204 (2004), Verstraete, Cirac, cond-mat/0407066 (2004)

(some) reviews:

U. Schollwock, Rev. Mod. Phys. 77,259 (2005) - ,,old" statistical physics perspective, applications
U. Schollwock, Ann. Phys. 326,96 (2011) - ,,new" MPS perspective, technical
FVerstraete,V. Murg, |. I. Cirac,Adv. Phys. 57, 143 (2008) - as seen from quantum information



Vielen Dank

FUr eure Aufmerksamkeit

Alle Abbildungen sowie Quellen entstammen dem Summerschool Script 2017
U.Schollwéock
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