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Løsningsforslag

1

Retningsfeltet til en di�erensialligning y′ = f(t, y) er vist i �guren. Di�erensiallig-
ningen kan beskrive utviklingen til en dyrebestand (i antall tusen dyr).

Hva skjer med bestanden i det lange løp dersom vi starter i punktet A? Hva om vi
starter i B? Hva vil skje, i følge modellen, dersom bestanden synker under 1000 dyr?
Begrunn svarene.

LF: I punktet A er den deriverte negativ, dvs løsningen er avtagende. Når den
nærmer seg y = 3000 går den deriverte mot 0 og løsningen konvergerer mot 3000.
Tilsvarende er den deriverte positiv i punktet B, dvs løsningen er voksende. Når den
nærmer seg y = 3000 går den deriverte mot 0 og løsningen konvergerer mot 3000 også
her. Dersom bestanden synker under 1000 dyr blir den deriverte negativ og løsningen
avtar mot 0. Dvs bestanden blir etterhvert utryddet.
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a) Bestem Taylor-polynomet av grad 4 til cos(2x) omkring 0.

LF: Taylor-polynomet av grad 4 omkring 0 er generelt

p4(x) = f(0) + f ′(0)x+
1

2
f ′′(0)x2 +

1

6
f ′′′(0)x3 +

1

24
f (iv)(0)x4.

Her er f ′(x) = −2 sin(2x), f ′′(x) = −4 cos(2x), f ′′′(x) = 8 sin(2x) og f (iv)(x) =
16 cos(2x). Dermed er

p4(x) = 1 +
1

2
(−4)x2 + 1

24
16x4 = 1− 2x2 +

2

3
x4.

b) Bruk polynomet fra a) til å beregne grenseverdien

lim
x→0

1− cos(2x)

3x2
.

LF: I grensen x → 0 kan vi erstatte telleren med Taylor-polynomet av grad 4.
Dermed

lim
x→0

1− cos(2x)

3x2
= lim

x→0

1− (1− 2x2 + 2
3
x4)

3x2
= lim

x→0

2x2 − 2
3
x4

3x2
= lim

x→0

2− 2
3
x2

3
=

2

3
.
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a) Bestem Taylor-polynomet av grad 2 til
√
x omkring x0 = 16.

LF: Taylor-polynomet av grad 2 omkring x = x0 er generelt

p2(x) = f(x0) + f ′(x0)x+
1

2
f ′′(x0)(x− x0)2.

Her er f(x0) =
√
x0 =

√
16 = 4, f ′(x0) = x

−1/2
0 /2 = 1/8 , f ′′(x0) = −x−3/20 /4 =

−1/(4× 16× 4) = −1/256, dvs

p4(x) = 4 +
1

8
(x− 16)− 1

2× 256
(x− 16)2.

b) Bruk polynomet fra a) til å beregne en tilnærmet verdi for
√
18.

LF: En tilnærmet verdi er p4(18) = 4+ 1
4
− 4

2×256 = 4+ 1
4
− 1

128
≈ 4, 2422. Matlab

får
√
18 = 4, 2426.
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Sett opp en di�erensiallikning for kurver gitt ved en funksjon y(x) med følgende egen-
skaper: Kvadratet av stigningstallet til tangenten til kurven i punktet (x, y(x)) er lik
stigningstallet til linjen som går gjennom origo og punktet (x, y(x)).

LF: Betingelsene til kurven sier at

(y′)2 =
y

x
.

Dette er en separabel di�erensiallikning. Vi separerer variablene og integrerer∫
y′
√
y
dx =

∫
1√
x
dx

2
√
y = 2

√
x+ c

Løsningene er derfor på formen

y(x) = (
√
x+ C)2

for konstanter C.

5

Figuren viser en RLC-krets med strømtilførsel. Den elektriske ladningen i kretsen
kan beskrives ved

q′′ +
R

L
q′ +

1

LC
q =

V0
C

cos(ωt).

I oppgaven settes R/L = 1, 1/LC = 4.

a) Bestem generell løsning q(t) når V0 = 0. Hva skjer med løsningen når t→∞?

LF: Karakteristisk ligning er, når R/L = 1, 1/LC = 4:

r2 + r + 4 = 0,

som har røtter

r =
−1±

√
1− 4× 1× 4

2
= −1

2
±
√
15

2
i.
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Siden røttene er komplekse, dvs på formen a+ bi, er generell løsning

q(t) = e−
1
2
t(C cos(

√
15

2
t) +D sin(

√
15

2
t)).

Pga faktoren e−
1
2
t som går mot 0 når t→∞ vil q(t) også gå mot 0 når t→∞.

b) Vis at en partikulær løsning når V0/C = 1 er

qP (t) =
4− ω2

ω2 + (4− ω2)2
cos(ωt) +

ω

ω2 + (4− ω2)2
sin(ωt)

og skriv opp generell generell løsning når V0/C = 1.

LF: Metode 1: Setter vi inn i venstre side i di�erensialligningen og bruker at
q′′P = −ω2qP får vi

Vs =
(
4− ω2

)
qP − ω

4− ω2

ω2 + (4− ω2)2
sin(ωt) + ω

ω

ω2 + (4− ω2)2
cos(ωt)

slik at

Vs =
(4− ω2)

2
+ ω2

ω2 + (4− ω2)2
cos(ωt) +

(4− ω2)ω − ω(4− ω2)

ω2 + (4− ω2)2
sin(ωt) = cos(ωt).

Dvs Vs = Hs og qP er partikulærløsning. Metode 2: Prøv qP = A cos(ωt) +
B sin(ωt) og sett inn i venstre side i di�erensialligningen. Da får vi etterhvert

A =
4− ω2

ω2 + (4− ω2)2
, B =

ω

ω2 + (4− ω2)2
.

Generell løsning er da:

q(t) = qH(t) + qP (t)

= e−
1
2
t

(
C cos(

√
15

2
t) +D sin(

√
15

2
t)

)

+
4− ω2

ω2 + (4− ω2)2
cos(ωt) +

ω

ω2 + (4− ω2)2
sin(ωt).

c) Hva blir amplituden til qP ? (Hint: Amplituden C kan bestemmes ved å skrive qP
som C cos(ωt+ α)). For hvilken verdi av ω blir amplituden størst?

LF: En sum A cos(ωt)+B sin(ωt) kan skrives C cos(ωt+α) med C =
√
A2 +B2.

Dvs

C =
√
A2 +B2 =

√(
4− ω2

ω2 + (4− ω2)2

)2

+

(
ω

ω2 + (4− ω2)2

)2

=
1

ω2 + (4− ω2)2
.

Amplituden er størst når nevner er minst, dvs vi må minimere funksjonen g(ω) =
ω2 + (4− ω2)

2
. Deriverer og får ω =

√
7/2.

4



6

Oppgave 5 eksamen februar 2014:

7

Oppgave 11 eksamen august 2015:

LF: Løsningsforslag til eksamensoppgavene ligger på hjemmesiden til kurset.

5


