Innlevering BYFE DAFE Matematikk 1000 HIOA

Obligatorisk innlevering 6

Innleveringsfrist  Fredag 6. mai 2016 kl 14
Antall oppgaver: 7
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Retningsfeltet til en differensialligning ' = f(t,y) er vist i figuren. Differensiallig-
ningen kan beskrive utviklingen til en dyrebestand (i antall tusen dyr).

LEF: 1
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Hva skjer med bestanden i det lange lgp dersom vi starter i punktet A7 Hva om vi
starter i B? Hva vil skje, i folge modellen, dersom bestanden synker under 1000 dyr?
Begrunn svarene.

punktet A er den deriverte negativ, dvs lgsningen er avtagende. Nar den
nermer seg y = 3000 gar den deriverte mot 0 og lgsningen konvergerer mot 3000.
Tilsvarende er den deriverte positiv i punktet B, dvs lgsningen er voksende. Nar den
nermer seg y = 3000 gar den deriverte mot 0 og lgsningen konvergerer mot 3000 ogsa
her. Dersom bestanden synker under 1000 dyr blir den deriverte negativ og lgsningen
avtar mot 0. Dvs bestanden blir etterhvert utryddet.
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a)

Bestem Taylor-polynomet av grad 4 til cos(2z) omkring 0.

LF': Taylor-polynomet av grad 4 omkring 0 er generelt
/ 1 " 2 1 " 3 1 (4v) 4
pil@) = F(0) + S O) + 35" (0)a® + £ (002 + 57 (0)a

Her er f'(x) = —2sin(2x), f"(z) = —4cos(2z), f(x) = 8sin(2x) og fW)(z) =
16 cos(2x). Dermed er

1 1 2
pa(x) =1+ = (—4)2” + —162" =1 — 227 + Za*.

2 24 3
Bruk polynomet fra a) til & beregne grenseverdien
lim 1-— cos(2x)‘
x—0 3;52

LF: I grensen x — 0 kan vi erstatte telleren med Taylor-polynomet av grad 4.
Dermed
1 — cos(27) oo l—=(1—22*+ §x4) 22— 2t 222 9

llm—: 11m :hm—:hm = —.
z—0 32 z—0 32 z—0 32 z—0 3 3

Bestem Taylor-polynomet av grad 2 til /= omkring xy = 16.

LF: Taylor-polynomet av grad 2 omkring z = xz er generelt
1
pa(x) = f(20) + f'(z0)z + éf"(xo)(m — x0)%.

Her er f(zo) = /To = VI6 = 4, f'(wg) = 29 /22 = 1/8 , f"(x0) = —xy/*/4 =
—1/(4 x 16 x 4) = —1/256, dvs

pa(T) =4+%(x— 16) — (z — 16)%

2 x 256

Bruk polynomet fra a) til & beregne en tilnsermet verdi for v/18.

LF: En tilnzermet verdi er p,(18) = 4 + % — #4256 =4+ }1 — ﬁ ~ 4,2422. Matlab
far V18 = 4, 2426.
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Sett opp en differensiallikning for kurver gitt ved en funksjon y(z) med folgende egen-
skaper: Kvadratet av stigningstallet til tangenten til kurven i punktet (z,y(x)) er lik
stigningstallet til linjen som gar gjennom origo og punktet (z,y(z)).

LF: Betingelsene til kurven sier at

Dette er en separabel differensiallikning. Vi separerer variablene og integrerer

[ L= [ s
2y =2Vr +c

Lgsningene er derfor pa formen

y(z) = (Vo +C)*

for konstanter C.
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Figuren viser en RLC-krets med strgmtilfgrsel. Den elektriske ladningen i kretsen

kan beskrives ved
”+E W—L :Ecos(wt)
¢TI T e T ¢ '

[ oppgaven settes R/L =1, 1/LC = 4.

a) Bestem generell lgsning ¢(t) nar Vy = 0. Hva skjer med lgsningen nar ¢ — oco?

LF: Karakteristisk ligning er, nar R/L =1, 1/LC = 4:
r+r+4=0,

som har rgtter
—1+yv1—-4x1x4 1i\/15,
= = ——+ —1.
2 2 2

r



Siden rgttene er komplekse, dvs pa formen a + bi, er generell lgsning

V15 V15

qt) = e*%t(ccos<7t) + Dsin(~5-1)).

Pga faktoren e~2' som gar mot 0 nar ¢ — oo vil q(t) ogsa ga mot 0 nar t — oo.

Vis at en partikuleer lgsning nar V5/C =1 er
4 — w? w _
qp(t) = F1 (A=) cos(wt) + Ny sin(wt)

og skriv opp generell generell lgsning nar V;/C = 1.

LF: Metode 1: Setter vi inn i venstre side i differensialligningen og bruker at
qp = —w?qp far vi

4 — w2 w
_ 2 :
Vs = (4—w?) qp — S 1w sin(wt) + ST 1= cos(wt)
slik at
(4 — w?)” + w? (4 —wHw —w(d —w?) .
Vs = W2+ (4 — w?)? cos(wt) + D+ () sin(wt) = cos(wt).

Dvs Vs = Hs og ¢gp er partikulzerlgsning. Metode 2: Prov ¢p = Acos(wt) +
Bsin(wt) og sett inn i venstre side i differensialligningen. Da far vi etterhvert

4 — w2 w

= B = .
w2 + (4 — w?)?’ w2+ (4 —w?)?

Generell 1gsning er da:

q(t) = qu(t) + qr(t)
= ¢ 2t <C cos(@t) +D sin(@t))
4 — w?

w? + (4 —w?)

+

5 cos(wt) + 5 sin(wt).

w2+ (4 —w?)

Hva blir amplituden til gp? (Hint: Amplituden C' kan bestemmes ved & skrive gp
som C cos(wt + «)). For hvilken verdi av w blir amplituden stgrst?

LF: En sum A cos(wt) 4+ B sin(wt) kan skrives C cos(wt + «) med C' = /A% + B2.
Dvs

C=VA2+ B2 = \/<w2f<;fzw2)2)2+ <w2+(r—w2)2>2 - w2+(41—w2)2'

Amplituden er stgrst nar nevner er minst, dvs vi ma minimere funksjonen g(w) =
w? + (4 — w?)®. Deriverer og far w = /7/2.
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Oppgave 5 eksamen februar 2014:

Temperaturen i et ganske darlig isolert lokale varierer med tida. Vi gar ut fra
at temeraturen er den same i hele lokalet og lar T'(t) veere denne temperaturen,
malt i Celcius-grader, etter ¢ timer. Der er en ovn i lokalet som bidrar til a gke
temperatruen. Ut fra blant annet Newtons avkjelingslov setter vi opp denne
modellen:

Tr(t) = —k(T(t) = Tute) + P, med initialkravet 7°(0) =22 |

der k = 0.1 og Tyte = 10 er ute-temperaturen (i °C), som vi gar ut fra er
konstant. P er proporsjonal med effekten til ovnen.

a) For at temperaturen skal holde seg pa 22°C, hva ma P vere?
(Hint: Det er ikke ngdvendig i lose differensiallikninga for d finne svaret
pa dette sporsmdalet. )

b) Lgs initialverdiproblemet for P = 0.5. Initialkravet er det same som over,

7(0) = 22.

¢) Noen maneder senere bestemmer en seg for a isolere lokalet bedre. I var
modell forer dette til at vi ma endre verdien for k. En dag etter at de har
isolert viser det seg at temperaturen i lokalet faller fra 22°C til 16°C pa
10 timer. Ovnen var slatt av (P = 0) og utetemperaturen var 8°C i denne
perioden.

Bruk disse opplysningene til a bestemme den nye k-verdien.
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Oppgave 11 eksamen august 2015:

Finn alle lgsningene til differensiallikningene og initialverdiproblemene

a) y'+2/+y=0 y(0)=0 y(0)=2

b) y!f_4yf:62x+l

LF: Lgsningsforslag til eksamensoppgavene ligger pa hjemmesiden til kurset.



