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Oppsummering 6/4

Retningsfelt

En måte å presentere differensialligninger

Små rette linjer (piler) fordelt utover planet 
angir hvor raskt løsningen endrer seg. 
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Numerisk løsning av 𝑦′ = 𝐹(𝑥, 𝑦) og 
startverdi 𝑦 𝑥0 = 𝑦0 ved Eulers metode

Lineariserer i startpunktet: 

𝑦 = 𝑦0 + 𝑦
′ 𝑥0 𝑥 − 𝑥0

Dette gir 𝑦 𝑥1 ≈ 𝑦0 + 𝐹(𝑥0, 𝑦0)(𝑥1 − 𝑥0) dersom 𝑥1 − 𝑥0 er liten.

Visualisering av Eulers metode i retningsfelt: 

Generelt, når vi har beregnet 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛 kan vi bestemme 𝑦𝑛+1:

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ𝐹(𝑥𝑛, 𝑦𝑛)

Separable differensialligninger

En differensialligning på formen

𝑞 𝑦 𝑦′ = 𝑝(𝑥)

kalles separabel. Den kan skrives om til

 𝑞 𝑦 𝑑𝑦 =  𝑝 𝑥 𝑑𝑥

slik at løsningen bestemmes ved antiderivasjon. 
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Oppgave
Oppgave: Løs

𝑒𝑥𝑦𝑦′ = 1 + 𝑦2.

Løsning: Differensialligningen kan skrives på 
formen

𝑦

1+𝑦2
𝑦′ = 𝑒−𝑥 .

Dvs den er separabel slik at

 
𝑦

1+𝑦2
𝑑𝑦 =  𝑒−𝑥𝑑𝑥.

Oppgave
Deloppgave: Regn ut 

 
𝑦

1+𝑦2
𝑑𝑦 og  𝑒−𝑥𝑑𝑥

Løsning: Substitusjon med 𝑢 = 1 + 𝑦2 gir

 
𝑦

1 + 𝑦2
𝑑𝑦 =  

𝑦

𝑢

𝑑𝑢

2𝑦
=
1

2
 
1

𝑢
𝑑𝑢 =

1

2
ln 𝑢 + 𝐶1 =

1

2
ln 1 + 𝑦2 + 𝐶1

Substitusjon med 𝑢 = −𝑥 gir 

 𝑒−𝑥𝑑𝑥 =  𝑒𝑢
𝑑𝑢

−1
= −𝑒𝑢 + 𝐶2 = −𝑒

−𝑥 + 𝐶2.

Dermed, med 𝐶3 = 𝐶2 − 𝐶1, er 
1

2
ln 1 + 𝑦2 =− 𝑒−𝑥 + 𝐶3

slik at 

1 + 𝑦2 = 𝑒−2𝑒
−𝑥+2𝐶3 = 𝐶𝑒−2𝑒

−𝑥
, 𝐶 = 𝑒2𝐶3 ,

𝑦 𝑥 = ± 𝐶𝑒−2𝑒
−𝑥
− 1
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Førsteordens lineær differensialligning

Er på formen

𝑦′ + 𝑓 𝑥 𝑦 = 𝑔(𝑥)

Løses ved først å multiplisere med integrerende 

faktor ℎ(𝑥)

ℎ 𝑥 𝑦′ + ℎ(𝑥)𝑓 𝑥 𝑦 = ℎ(𝑥)𝑔(𝑥)

og så observere at venstre side er den deriverte av 

produktet ℎ 𝑥 𝑦 dersom ℎ′ = ℎ𝑓(𝑥) (separabel 

differensialligning med løsning ℎ 𝑥 = 𝑒 𝑓 𝑥 𝑑𝑥). 

Førsteordens lineær differensialligning

Altså:

ℎ 𝑥 𝑦 ′ = ℎ 𝑥 𝑔 𝑥 ,

Som løses ved antiderivasjon:

ℎ 𝑥 𝑦 =  ℎ 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝑥

slik at

𝑦 =
1

ℎ(𝑥)
 ℎ 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝑥
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Tips til oblig: bruk av Matlab til å 

beregne integralet  𝑎
𝑏
𝑓 𝑥 𝑑𝑥

 
𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥

Simpson.m:

Tips til oblig: bruk av Matlab til å løse 
differensialligningen 𝑦′ = 𝐹 𝑥, 𝑦 , 𝑦 𝑎 = 𝑐 på (𝑎, 𝑏)

𝑦′ = 𝐹 𝑥, 𝑦 , 𝑦 𝑎 = 𝑐

Eulerm.m:






















