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Oppsummering forrige gang

Integrasjon av rasjonale funksjoner

Vil regne ut  𝑅 𝑥 𝑑𝑥 =  
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
𝑑𝑥 Polynomer

«Oppskrift»:

1. Dersom graden til 𝑃 ≥ graden til 𝑄: Skriv 𝑅 på redusert form (f eks 

ved polynomdivisjon)

2. Dersom graden til 𝑃 < graden til 𝑄 og 

𝑄 𝑥 = 𝑐 𝑥 − 𝑟1 𝑥 − 𝑟2 ⋯ 𝑥 − 𝑟𝑛 : 

Bruk delbrøksoppspalting til å skrive 

𝑅 𝑥 =
𝐶1
𝑥 − 𝑟1

+
𝐶2
𝑥 − 𝑟2

+⋯+
𝐶𝑛
𝑥 − 𝑟𝑛
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Oppgave

Regn ut 

 
𝑥

𝑥 − 1 𝑥 + 2
𝑑𝑥

Hint: Bestem 𝐶1 og 𝐶2 i

𝑥

𝑥 − 1 𝑥 + 2
=

𝐶1
𝑥 − 1

+
𝐶2
𝑥 + 2

Løsning

Setter på felles brøkstrek:

𝑥

𝑥 − 1 𝑥 + 2
=
𝐶1 𝑥 + 2 +𝐶2 𝑥 − 1

𝑥 − 1 𝑥 + 2

Tellerne må være like for alle 𝑥, bl.a. for 𝑥 = −2 og 

for 𝑥 = 1 (takk for tips!)

𝑥 = 1: −2 = 𝐶2 −2 − 1 ⇒ 𝐶2 = 2/3.

𝑥 = −2:  1 = 𝐶1 1 + 2 ⇒ 𝐶1 = 1/3.
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Løsning

Dermed:
𝑥

𝑥 − 1 𝑥 + 2
=
1/3

𝑥 − 1
+
2/3

𝑥 + 2
Da er 

 
𝑥

𝑥 − 1 𝑥 + 2
𝑑𝑥 =  

1/3

𝑥 − 1
+
2/3

𝑥 + 2
𝑑𝑥

=
1

3
 

1

𝑥 − 1
𝑑𝑥 +

2

3
 

1

𝑥 + 2
𝑑𝑥

=
1

3
ln 𝑥 − 1 +

2

3
ln 𝑥 + 2 + 𝐶

Hint til obligen: jevne og odde 
funksjoner

• Jevne funksjoner: 𝑓 −𝑥 = 𝑓(𝑥)

• Odde funksjoner: 𝑓 −𝑥 = −𝑓(𝑥)

• Integrasjon:

• 𝑓 jevn:  −𝑎
𝑎
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 2 0

𝑎
𝑓 𝑥 𝑑𝑥

– Eksempel:  −𝑎
𝑎
cos 𝑥 𝑑𝑥 = 2 0

𝑎
cos 𝑥 𝑑𝑥

• 𝑓 odde:  −𝑎
𝑎
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 0

– Eksempel:  −𝑎
𝑎
sin 𝑥 𝑑𝑥 = 0
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Integraler med sin og cos

Regn ut  sin3 𝑥 cos3 𝑥 𝑑𝑥

Sentral identitet: sin2 𝑥 + cos2 𝑥 = 1

Løsning: Skriv cos3 𝑥 = cos2 𝑥 cos 𝑥 = 1 − sin2 𝑥 cos 𝑥

 sin3 𝑥 cos3 𝑥 𝑑𝑥

= sin3 𝑥 1 − sin2 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥

= sin3 𝑥 1 − sin2 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥

= sin3 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 −  sin5 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥

Kan vi løse disse?
Ja. Velg 𝑢 = sin 𝑥. Da er 𝑢′ = cos 𝑥 slik at 𝑑𝑥 = 𝑑𝑢/ cos 𝑥 og

 sin3 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 =  𝑢3 cos 𝑥
𝑑𝑢

cos 𝑥
=  𝑢3𝑑𝑢 =

𝑢4

4
+ 𝐶

 sin5 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 =  𝑢5 cos 𝑥
𝑑𝑢

cos 𝑥
=  𝑢5𝑑𝑢 =

𝑢6

6
+ 𝐶

Bro: Integrasjon → differensialligninger

Oppgavene

Regn ut  𝑓 𝑥 𝑑𝑥

Bestem 𝑦 når 𝑦′ = 𝑓(𝑥)

er ekvivalente
Differensialligning
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Oppgaver

1. Bestem 𝑦 når 𝑦′ = 𝑥 − 3𝑥2. 

2. Finn en løsning som tilfredsstiller 𝑦 0 = 1.

Løsning:

1. Antideriverer: 𝑦 =
1

2
𝑥2 − 𝑥3 + 𝐶. 

2. Skal ha 𝑦 0 = 1: 𝑦 0 =
1

2
02 − 03 + 𝐶 = 𝐶

Dermed: 𝐶 = 1 slik at 𝑦 =
1

2
𝑥2 − 𝑥3 + 1. 




















