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Oppsummering integrasjon

Det bestemte integralet

* Riemannsummen:
flx)Ax + f(xy)Ax + -+ f(x,)Ax

()
fxx‘

x

[ fice b

* Det bestemte integralet er grensen av
Riemannsummen nar Ax gar mot 0 og antall
stolper gar mot o

* Nar grensen eksisterer sies funksjonen a vaere
integrerbar
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Det bestemte integralet som areal

Area= }f(x)dx

Areal mellom grafen y =)

og x-aksen

Areal mellom grafer o y=vx

Analysens fundamentalteorem

Del 1: F(x) = [ f(O)dt = F'(x) = f(x)

Antiderivert til f

Del 2: [, f(t)dt = F(b) — F(a)

Grafisk bevis for del 1:
F(x) er et areal: (F'(x) = lim ifxwxf(t)dt)

Ax—0 Ax “X

vx+AT
/ J(t)dt
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Numerisk integrasjon: trapesmetoden
Y i

»

¥ “ n : b X
X each sub-interral has X
wilth Ax

The ares of the trapezoids [shaded) approzdmately equals the area
hounded br Y = Fix) .

» A
[.ftod = Srt) +2F ) + 27 () + FO)]

Numerisk integrasjon: Simpsons metode
Yi

T Ag
R sarh sub-interwsl has Xy

wilth Ax

The shaded area bovnded bor the parabolas [the thicker ewnres] is approzomately equal
bothe area bounded br ¥ = FX).

; Ax
Lf{.t}d.t ] ?[_f{xu} +4 )+ 2 ) +4F0x) +_;l"{x,,}]



Uegentlige integraler (5.5)

Type 1:
Integrasjonsintervallet
er ubegrenset

Type 2:
Integranden er ubegrenset

Delvis integrasjon

Kan brukes dersom vi har integral pa formen
[u(x)v'(x)dx

Produktregelen for derivasjon gir at
ju(x)v’(x)dx = u(x)v(x) —fu’(x)v(x)dx

Hensikt: Velg u(x) og v'(x) slik at
[u'(x)v(x)dx

er lettere a Igse enn

[u(x)v'(x)dx
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Eksempel, uegentlig integral+delvis integrasjon

Regn ut fol In x dx.

L@sning:
Dette er et uegentlig integral siden In x ikke er definert for x = 0.
Merk atInx = 1 X In x. Vi setter

u=Inx(slikatu" = 1/x),v' =1 (slikat v = x).
Dermed:

[1xInxdx =xlnx—fx><%dx:xlnx—x+6.
Og

1
f Inxdx =[xInx —x]} = -1 - 1irr(1)(alna —a)=-1.
0 a=

Integrasjon ved substitusjon

Integral pa formen

f fu)u' (x)dx
Ved & identifisere u(x) kan dette skrives
f fwdu
Oppskrift:
1) Velg u(x).

2) Sidenu'(x) = du/dx, erstattes dx med du/u’(x)

3) x-ene som er igjen i integranden skrives om til et
uttrykk i u og det resulterende integralet Igses (hvis
mulig, ellers ga tilbake til (1) og pr@v pa nytt)



Eksempel, substitusjon

Regn ut

L@sning:

Visetter u = 1 + x?, dvs vi erstatter dx med —— ,( 5= 2— = slik at

f x3 ” xdu f
1+ x2 B u2x du

Merk at x? = u — 1, dvs

x3 1 x? 1 ru—1 1 1
[ dx =3 du=3["Fdu=7f(1-1)du=

1+x2

~(—Inu)+C=>(1+x?—In(1+x?) +C.

Volum av omdreiningslegemer

Sirkulzer symmetri: vi kan
bruke integraler til 3

beregne volum a T
/ - f(f(x)) dx

Rotasjon om x-aksen:
skivemetoden

(&)

Rotasjon om y-aksen: L

sylinderskallmetoden

30.03.2016



30.03.2016

Eksempel, omdreining om x-aksen

Regn ut volumet til omdreiningslegemet til f(x) =
sinx mellomx = 0ogx = m.

L@sning:
A A
V= nj (f (x))?%dx =7Tf sin? x dx.
0 0

. . . 1—cos(2x .
Her kan vi skrive sin? x = 1-cos(2x) slik at

V= nfon%s(zx)d %[x - —sm(Zx)] -

Buelengde

s

\/ 1+ (f'(x))?dx
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Oppgaver

. Bestem arealet mellom grafenetily = /xogy =

x? i fgrste kvadrant.

. Regn ut det samme arealet ved trapesmetoden nar

intervallet deles opp i fire like brede delintervaller.
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