Lasningsforslag til 3. obligatoriske oppgave i Diskret Matematikk
Hgasten 2024

Oppgave 1.

a)

(9)= 087 34.7-84
3 3:2-1

b)

{1,5,9},{1,6,8},{2,4,9},{ 2,5,8},{2,6,7},{3,4,8},{3,5,7}, {4,5,6}

c)

a,=2,a,=3,a3=2,a,=3,a5=4, ag=3,a;,=2,a3=3, ag=2
d)
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Forklaring:
Tallet som skal sta i midten inngar i 4 summer. Siden as = 4 ma5 sta i midten.

Tallene som skal sta i hjgrnene er med i en rad, en kolonne og en diagonal og inngar derfor i
3 summer. Dermed er det kun 4 tall som er med i ngyaktig tre utvalg som kan sta i hjgrnene.
a, = a, = ag = ag = 3 og felgelig ma tallene 2, 4, 6 og 8 sta i hjgrnene.

Nar et av disse tallene, for eksempel tallet 2, er plassert i det nedre venstre hjgrnet, kan vi
regne oss frem til at tallet som skal sta i det gvre hgyre hjgrnet ma vaere 8. Pa samme mate
kan vi avgjgre hvor de to siste «hjgrnetallene» 4 og 6 ma std. Siden summene vertikalt og
horisontalt ogsa skal vere lik 15 kan vi na regne oss frem til hvor de resterende tallene 1, 3, 7
0g 9 ma sta. Disse inngar i 2 summer (rad og kolonne) som stemmer med at a; = a; = a, =
aqg = 2.

i)
Antall mulige magiske kvadrater4 -2 = 8

Forklaring:
| midten kan det bare sta ett tall, nemlig 5. | det farste hjgrnet vi plasser et tall har vi 4

muligheter, nemlig tallene 2, 4, 6 eller 8.

Nar vi har valgt en av disse, er det gitt hva som ma sta i det motstaende hjgrnet for at summen
diagonalt skal bli 15. Etter at to hjgrner har fatt sine tall, har vi har vi 2 tall igjen & velge
mellom i det tredje hjgrnet. Nar valget er foretatt er det gitt hva som ma std i det siste hjarnet.



Nar tallene i midten og i hjgrnene er plassert er det gitt hvilke tall som ma sta pa sidene for at
summene horisontalt og vertikalt skal bli 15.

Oppgave 2
a) ($)=>2=4-7=28 () =:2=8-7=56
b)

Ingen O’er: (g) =1

En0: () =8

To O’er: (g) =28

Tre 0’er: (ﬁ) =56

Feerre O’er enn 1’ere: 1+ 8+ 28 + 56 =93
c)

Totalt er det 9 bokstaver hvorav det er 3 P’er, 2 S’er, 2 E’er, 1 U, og 1 O. Dermed blir svaret:

9! 9:8:7:6:5:4-3:2
= 512
312121 3:2:2-2 ===

—
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d)

1 som ferste siffer: 1 - 10 - 10 - 10 = 1000

1 som andre siffer: 9-1-10-10= 900

1 som tredje siffer: 9-10-1-10= 900

1 som fjerde siffer: 9-10-10-1= 900

Til sammen brukes 1 som siffer 1000 + 900 + 900 + 900 = 3700 ganger

Tilsvarende resonnement viser at 3 ogsa har blitt brukt som siffer 3700 ganger.

i) Hvor mange permutasjoner har tallet 1 som farste tall:
Det er kun tallene 2, 34 og 5 som kan velges: 41 = 4-3-2-1= 24
i) Hvor mange permutasjoner har tallet 1 som fgrste tall og tallet 3 som midterste tall:

Det er kun tallene 2, 4 og 5 som kan velges: 31=3-2-1=6



iii) Vi kan bruke mengder til a lgse problemet.

La A vaere mengden av alle permutasjoner som har 1 som fgrste tall.
La B vaere mengden av alle permutasjoner som har 3 som midterste tall.
La C veere mengden av alle permutasjoner som har 5 som siste tall.

ANB er mengden av permutasjoner som har 1 som fgrste tall og 3 som
midterste tall.

ANC er mengden av permutasjoner som har 1 som fgrste tall og 5 som siste
tall.

BNC er mengden av permutasjoner som har 3 som midterste tall og 5 som
siste tall.

A U B U C = Mengden av permutasjoner som 1 som fgrste tall eller 3 som
midterste tall eller 5 som siste tall.

|AUBUC]|=|Al+|B|+]|C|- |JANB|-|ANC]| - |IBNC| + |ANBNC]
|A| =|B|=|C|=4! =24

|ANB| =]ANC|=|BNC|=3!=6

|ANBNC| = 2! =2 fordi det her er kun 2 tall som kan velges.
|AUBUC|=24+24+24-6-6-6+2=56

Oppgave 3
a)
10! = 10987654321
b)
10! — 10-9-B-7-6-5-4! — 10.9.8.7.6.5
(10-6)! 4!
c)
2432 =48
d)

(6)-() = 22222 _ 154529

21.21



10! 1098765432

Oppgave 4

b)

TPIPIETETE 3222 = 1098765
Kan ogsa skrives som

()@ G)-GD@
Karakteristisk polynom: r2=3r-2

Lgser annengradsligningen for a finne rgttene r1 og ra:
r2—=3r+2=0

3+ /(-3)7-42 3 +£9-

"= 2 - 2a

n=2 og rn=1

Ved & sette n=0 og n=1 inn i den generelle Igsningen
a, =anr"+ pr,"

far vi ligningssettet:
1. a+p=0
2. 2a+p =1

Trekker ligning nr.1 fra ligning nr. 2 og far = 1
Settera = 1 inniligningnr. logfarf = —1.
Setter a, ,1,0g 15 inn i den generelle Igsningen

a, =anr"+ pr,"
og far formelen for an:

2" -1
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Bruker formelen til & finne as:

a,=22—1=4—-1=3



Bruker rekursjonsligningen til a finne a; og ser at vi far samme svar:
a, = 3a;—2ap=3-1-2-0=3-0= 3

Bruker formelen til a finne as:

a;=23—1=8-1=7

Bruker rekursjonsligningen til 8 finne a; og ser at vi far samme svar:

a, = 3a1_2a0=33_21=9_2=7

Oppgave 5
a)
ah&m,\_,*m,‘_z mY2 , @Q.s2 a6

aarq.a,vcl'&,-:ﬁ.é_c/_‘z__.2-9_5,::{—:6:
Gou=9Ge~4G, = /6~ 76=c7-24 =20
a,!! tq&ts—‘/azzﬁ/.?/o_9_/6=/é0_£?:_f—é

b)
g lywom: nZ=%1r - %
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c)

a;= 2%(2+3)=55=%0
Coy=2"(2+4) /6 b=76
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Oppgave 6



8) R={(2,3),(2,5),(3,2),(3,4).(3,5), (43), (45), (5, 2), (53), (54), (5 4), (5, 6),
(6,5) }

b)
2 5
¢ 4
s
c)
e 1 0 1 ©
B T 0 19 41 O
He= Jo 17 0 10
17 1 1 o 1
o O 0 1 ©
d)
e Rerikke refleksiv.
o Grafen: Ingen slgyfer i grafen,
o Matrisen: alle elementene pa hoveddiagonalen er 0.
e R er symmetrisk.
o Grafen: Mellom alle relaterte punkter gar pilene begge veier.
o Matrisen er symmetrisk om hoveddiagonalen.
e R erikke antisymmetrisk
R har elementer utenom hoveddiagonalen og er symmetrisk.
e Rerikke transitiv.
(2,5) €Rog(5,6)€Rmen (2,6) ¢ R
Oppgave 7
a)

R={(1.1). (1.2), (1.3), (1.4), (2.2), (2,4), (3.3), (4.4)}



b)

i)

1111
o101
MR_0010
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Relasjonen R er refleksiv fordi for alle a € A har vi (a,a) € R. Dette
betyr at alle tall gar opp i seg selv.

Vi kan se det pa grafen ved at alle punktene har slgyfer, og vi kan se det
pa matrisen ved at hoved-diagonalen inneholder kun 1’ere.

Relasjonen R er ikke symmetrisk fordi

hvis (a,b) e Roga=bharvi at(b,a) ¢ R.

Vi ser det pa grafen ved at det ikke gar piler i begge retninger mellom
de relaterte punktene.

Vi ser det ogsa pa matrisen ved at den ikke er symmetrisk om hoved-
diagonalen.

Relasjonen R er antisymmetrisk fordi for alle a og b i A gjelder hvis
(ab) e Roga=bsa (b, a) ¢ R.

Dvs. Hvis a er faktor i b og a og b er forskjellige tall kan ikke b vaere
faktor i a. (F.eks. hvis 2 er faktor i 4 sa kan ikke 4 veere faktori2.)

Vi ser det pa grafen ved at det kun gar piler i en retning mellom de
relaterte punktene.

Vi ser det pa matrisen ved at for alle 1’ere utenfor hoved-diagonalen
star det O pa den tilsvarende plassen speilet om hoved-diagonalen.



iv) Relasjonen R er transitiv fordi
hvis (a,b) € Rog (b,c) e Rsa(ac) e R
Bevis:
Hvis a gar opp i b kan b skrives som
b=ax
Hvis b gar opp i ¢ kan c skrives som
c=by=axy.
Vi ser at a er faktor i ¢ og fglgelig gar a opp i c.

d)

i) For at relasjonen R skal veere en ekvivalensrelasjon ma den vare refleksiv,
symmetrisk og transitiv. R er refleksiv og transitiv, men ikke symmetrisk. Fglgelig er
R ikke en ekvivalensrelasjon.

i) Siden relasjonen R er refleksiv, antisymmetrisk og transitiv, er R en partiell
ordning.

Oppgave 8
a) R={(a a), (a d), (b b), (b, c), (b, d), (c, b), (¢, c), (d, a), (d, b)}
b)
a o
<
4
c) R erikke refleksiv siden (d, d) mangler.
R er symmetrisk.
a. Grafen: Mellom alle relaterte punkter gar pilene begge veier.
b. Matrisen er symmetrisk om hoveddiagonalen.
R er ikke antisymmetrisk
R har elementer utenom hoveddiagonalen og er symmetrisk.
R er ikke transitiv.
(@, d) eRog(d,b)eRmen(a,b) ¢ R
d)
1o00) {oo 1101 ]
ol V) |n|o147 | = [414
He@Me= (¢ (087 (2100) (3434

Vi ser av matrise lengst til hgyre at det kun er fra a til ¢ og fra c til a det ikke gar en
vei med lengde 2.



Oppgave 9
&) qad ()=, qrad (8)=4, qrod (€)=Y, gren (¥) =Y,
?V::‘A (E)= 4)%02) 5‘!3 W Ce)zo?.
] ' © “Lew v df& on
b) Maﬁmamawdﬁw Exdor-ves, Adun e
A ot mdfdaﬂcﬁﬁ' to pumktu K cddriallsped of’?‘wt"”
porturbsgpadl.
) Swanch on @ idn ot urBhons Fan puredlspad.
F.st. o ety o v A-3-F-G-E-C-D-F-€-D~B~-C-A.
4) Hus G fgames vt Eoy F {3 oddsbalbgpad | s eston
Par partailsoped. Do vt At s o @i Eplor s

Oppgave 10
) I grafen er det brukt frlgende forkortelser for bydelsnavnene:
Asane: AS, Arna: A, Bergenhus: B, Arstad: AR, Laksevag: L,
Fylingsdalen: FY, Fana: FA og Ytrebygda: Y

As.




b) Ja det er nulig a besgke alle bydelene og krysse hver grense
mellovm desmv ki énv gang-
I folge Euler finnes det env dpen Euler-vei gienunom grafes desr
alle kantene passeres én og ki én gang, his ngyaktig 2 noder

(bydeler) er av odde grad. Dette er tilfellet her. (Y har grad. 1

og-A haw grad 3). Hvis man stawter turen L envav de to- nodene

(bydelene) av oddegrad;, og slutter tiwen i denw andre nodew

av odde grad, kan maw finne en dpen Euler-vei gjennon

grafen; f.eks:

Y, FA, AR, FY, L, AR, B, FA, A, B, AS, A.

For at det skal finnes en lukket Euler-vei (der man stawter og
slutter turen pa sanmumne node{bydel) ma alle nodene
(bydelene) veeve awv par grad: Det er ikke tilfellet hev. Frlgelig
finnes det ikke noen lukket Euler-veir gjennom graferu



