3. obligatoriske oppgave i Diskret matematikk hgsten 2024

Obligatorisk oppgave nr. 3 i Diskret matematikk

Hasten 2024

Oppgaven er frivillig og skal ikke leveres. Alle deloppgavene er hentet fra den siste
tredjedelen av pensum og bgr lgses av alle som har ambisjoner om & besta eksamen.
Lasningsforslaget vil bli lagt ut i uken far eksamen.

Lykke til!

Oppgave 1

Gitt mengden A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}

a)

b)

d)

Hvor mange uordnede utvalg (uten tilbake-legging) pa tre tall kan vi velge fra A?

Det finnes til sammen atte utvalg av typen fra punkt a) der summen av talleng i
utvalget er 15. Et eksempel pa et slikt utvalg er {1, 5, 9}.

Bestem de 7 resterende utvalgene med denne egenskapen. (Hint: Finn farst alle
utvalgene der 1 inngar, finn sa alle utvalgene der 2 inngar, men ikke 1, deretter alle
utvalgene der 3 inngar, men ikke 1 og 2, osv.)

La sa n vere et tall fra A og la a,, veere antall utvalg med sum lik 15 der n inngar.
(Eks: Huvis tallet 1 er med i kun to av utvalgene der summen av tallene er 15 sa er
a1 = 2)

Bestem a,, for alle n € A.

De ni tallene i A skal plasseres i hver sin rute i et 3x3-kvadrat tilsvarende kvadratet du
ser pa figuren:

Huvis tallene plasseres slik at summen av tallene horisontalt, vertikalt og langs begge
diagonalene er 15, kalles kvadratet for et «magisk kvadrat».

) Plasser de ni tallene i kvadratet over slik at du far et magisk kvadrat. (Hint:
Tallene i de forskjellige rutene vil innga i ulikt antall summer. Tallet i midten
vil for eksempel innga i fire summer. Hvilket tall ma fglgelig sta der?)

i) Hvor mange forskjellige magiske 3x3-kvadrater er det?
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3. obligatoriske oppgave i Diskret matematikk hgsten 2024

Oppgave 2

8 8
a) Finn binomialkoeffisientene [2] ng [3]

b) Hvor mange hitsekvenser pd 8 biter har faerre O-biter enn 1-biter?
¢) Hvor mange miter kan ordet SUPPEPOSE stokkes om?
d) Anta at samtlige firesifrede heltall (tallene fra og med 1000 til og med 9999) er

skrevet opp. Hvor mange ganger har da sifferet 1 blitt skrevet opp? Hvor mange
ganger har sifferet 3 blitt skrevet opp?

e) Gitttallene 1,2, 3,4, 5.
) Hvor mange permutasjoner har tallet 1 som ferste tall?
i) Hvor mange permutasjoner har tallet 1 som farste tall og tallet 3 i midten?

i) Hvor mange permutasjoner har 1 som fgrste tall eller tallet 3 i midten eller
tallet 5 bakerst?

Oppgave 3
Der hvor tallene blir store kan svarene angis som et produkt av faktorer.
a) 10 barn fra et idrettslag skal fraktes til en turnering 1 en minibuss med 10 passasjerseter.

Pa hvor mange ulike mater kan bama plasseres 1 mimbussen?

b)  Pa avreisedagen er det 4 barn som melder avbud. Pa hvor mange mater kan de 6
resterende barna plasseres 1 bussen?

¢) 4 trenerne skal kjore en egen personbil med 5 seter. Det er kun to som har fererkort og
disse to skal bytte pa kjeringen. Pa hvor mange mater kan trenerne plasseres 1 bilen?

d) Idrettslaget har totalt 30 utevere og 6 trenere. Det skal velges et styre bestaende av 2

trenere og 2 utevere. Pa hvor mange mater kan styre velges forutsatt at alle utevere og
trenere stiller til valg?

¢)  Pahvor mange miter kan bokstavene 1 ordet KARAOKEBAR stokkes om?

Oppgave 4

Gitt differensligningen a,, = 3a,,_, — 2a,,_, ,dera, =00ga; = 1.
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a) Bestem ligningens karakteristiske polynom, og finn rgttene r; og r.

b) Den generelle lgsningen er gitt ved a,, = ar,™ + fr,™.
Hvilket ligningssett ma lgses for a finne a og B?
Finn a og B og bruk dem til & bestemme formelen for a,,.

c) Regnuta, og as; ved hjelp av

i) formelen for a,,
ii) differensligningen

Sjekk at du far samme svar.

Oppgave 5

Gitt differensligningen a, =4a, ,—4a, , ,n >1, a,=2,a,=6.

a) Finn a,, a, og a,.
b) Finn en formel for a, .

¢) Finn a, ved a sette inn i formelen for a, .

Oppgave 6

Gitt A = {2,3,4,5,6} og relasjonen R pa A slikat R = {(a,b) | a € A,b € A,gcd(a,b) = 1}.
Nar gcd(a, b) = 1 er a og b innbyrdes primiske.

a) Sett opp R som en mengde av tallpar.
b) Tegn grafen til R.

c) Finn matrisen til R.

d) ErR

i) refleksiv?
i) symmetrisk?
iii) transitiv?

Alle svarene ma begrunnes.

Oppgave 7

LaA ={1,2,3,4} ogla R vere relasjonen pa A gitt ved R = {(a,b) | a g&r opp i b}.
(At «a g&r opp i b» betyr ogsa at a er faktor i b.)

a) Skriv opp R som en mengde av konkrete tallpar.
b) Tegn grafentil Gy til relasjonen R.

c) Sett opp matrisen My, til relasjonen R.
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d) AvgjgromR er
)} refleksiv
i) symmetrisk
iii) antisymmetrisk
iv) transitiv
e) Errelasjonen R
)} en ekvivalensrelasjon?
i) en partiell ordning (delvis ordning)?

Alle svarene under punkt d) og &) ma begrunnes!

Oppgave 8

Matrisen M, nedenfor er matrisen til en relasjon R pA mengden A = {a, b, ¢, d}.

4”,( =

—_0 O
O — )

0 -1
i
1 0
0 0
a) Sett opp R som en mengde av par av elementer fra A.
b) Tegn grafen G, til R.

¢) Er R refleksiv? Er R symmetrisk? Er R antisymmetrisk? Er R transitiv?

d) Sett opp de parene(x,y) av elementer fra A som er slik at det 1 grafen G, ikke
gir en vei med lengde 2 fra det forste elementet til det andre.

Oppgave 9

Nedenfor ser du et kart over bydelene i Bergen kommune.
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Bergen-
hus

Laksevag o
Arstad

Fyllings-

Ytrebygda

a) Tegn opp en graf som viser hvilke bydeler som grenser til hverandre. La hvert punkt
representere en bydel og la kantene representere naborelasjoner dvs. grensene mellom
bydelene. (NB! Fyllingsdalen grenser ikke til Fana og Laksevag grenser ikke til Bergenhus.)
Bruk gjerne bokstavforkortelser for bydelsnavnene.

b) Er det mulig a finne en reiserute gjennom bydelene der alle grensene mellom bydelene
krysses én og bare én gang? Med andre ord; finnes det en apen eller lukket Euler-vei gjennom
grafen?

| begrunnelsen for svaret skal du gjare rede for de betingelser som, ifglge Leonhard Euler, ma
vaere oppfylt for at det skal finnes en lukket eller apen Euler-vei gjennom en graf.

Vedlegg

Logiske operatorer:
— (ikke), A (og), v (eller), @ (eksklusiveller), —s (implikasjon)

Noen ekvivalenser fra utsagnslogikk:
pv(dar)=(pva)a(pvr) pA(dvir)=(pAq)v(pAar)

—(pvd)=—-pAr—q —(pAd)=—=pv—q
P—>q=-pvg P—>q=-q—>—p
—3IxXP(x) = Vx—=P(x) —VXP(xX) = 3Ix—P(X)
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Noen mengdeidentiteter:
Au(BnC)=(AuB)n(AuC) An(BuC)=(AnB)U(ANC)

AnB=AUB AUB=ANB

Kardinalitet — antallet elementer i en union:
|AuB| =|A|+|B|-|AnB]
|AuBUC| =|A|+|B|+|C|-|AnB|-|ANC|-|BNC|+|AnBNC|

Funksjoner:

| funksjonen f : A— B betyr A definisjonsmengde og B verdiomrade. En funksjon f : A— B er
en-til-en hvis a , a, € Aog a, = a,, medfgrerat f(a) = f(a,).Enfunksjon f:A— B erpahvis
V(beB)3(aec A)slikatf(a)=b.

Matriser

Den transponerte til en matrise A betegnes med AT og er den matrisen vi far nar radene og
kolonnene i A byttes om. Fgrste rad i A blir fgrste kolonne i AT, andre rad i A blir andre kolonne i
AT, osv. Det betyr spesielt at hvis A er en m x n— matrise, s& blir A" en n x m— matrise.

Heltallsdivisjon (divisjonsalgoritmen), div og mod:

La a vaere et heltall og ( et positivt heltall. Da finnes entydige heltall § og r med 0<r <d slik at
a=dq+r . Operasjonene divog mod defineres ved at

adivd=gogamodd=r.

Stgrste felles divisor
Stgrste felles divisor (greatest common divisor — gcd) for to hele tall som ikke begge er 0, er det
stgrste heltallet som gar opp i begge tallene.

Minste felles multiplum
Minste felles multiplum (least common multiple — lcm) for to positive heltall er det minste positive
heltallet som begge gar opp i.

Formel gcd(a,b) og Icm(a,b): Hvis gcd(a,b) er stgrste felles divisor for a og b og Icm(a,b) er minste
felles multiplum for a og b, sd er ab = gcd(a,b)-lcm(a,b)

Moduloregning:
La m veere et positivt heltall. To heltall a og b kalles kongruente modulo m hvis m gar opp i
a—Db ogdet betegnesmed a = b (mod m).

1) a=b (mod m) hvis og bare hvisamod m =bmod m

2)a=b(mod m) og c=d (mod m),sdera+c=b+d (mod m) og ac= bd (mod m).

Tverrsum
La a veere et positivt heltall. Tverrsummen til a er kongruent med a modulo 9.
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Summen av rekker:

n rn+l _1
Geometrisk rekke: Zark =a ,r#l
k=0 r-1
Aritmetisk rekke: La a vaere fgrste ledd, b siste ledd og d differensen mellom to og to ledd. Antall ledd

nergittved n= $+1 og summen er lik (a+b)n

Binomialkoeffisienter:

ny nt nin-1)---(n-r+1) 71_1 n _n n 1
r) r(n-r)! r! “olo) 7 L) n) T
e R0
= , = +

r n—r r r r-1
Binomialteoremet:

n _ (N n—-kpk _ n n n n-1 n n-2, 2 n n-1 n n
(a+b) -gg(k)a b -(OJa -+[1ja b-r(zJa b? + +[n__1Jab _F(njb

e

Antall forskjellige utvalg pa r stykker fra en samling pa n stykker:

Ordnet uten tilbakelegging: nin-1)---(n—r+1)

n
Uordnet uten tilbakelegging: ( j
r

r

Ordnet med tilbakelegging: n

n+r-1
Uordnet med tilbakelegging:
r

Det generelle «pigeonhole»-prinsippet:
Hvis N objekter skal plasseres i k bokser, m& minst

N
én boks inneholde minst {?—l objekter.

Differensligninger:
Den generelle linezere homogene differensligningen av orden 2 med konstante koeffisienter er pa
formen

a, =Ca,, +C,a,
der c, og c, er konstanter. Ligningens karakteristiske polynom er gitt ved:
r’=cr+c,.
Hvis det karakteristiske polynomet har to forskjellige reelle lgsninger r, og r,, , blir generell Ipsning lik

a, =a l'ln -I-ﬂl’zn der & og S ervilkdrlige konstanter. Hvis startbetingelsene d; og a, er gitt,

finner en o« og [ ved a Igse et ligningssystem.
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Hvis det karakteristiske polynomet har kun én Igsning Iy, blir generell Igsning lik @, = & I‘On + ﬂn rO“

der « og S ervilkarlige konstanter. Hvis startbetingelsene d; og a, er gitt, finneren o og B

ved 3 Igse et ligningssystem.

Relasjoner:
Enrelasjon R pa en mengde A er en delmengde av produktmengden A x A.

La R vzere en relasjon pa en mengde A.
R er refleksiv hvis (a,a) € R foralle a € A.

R er symmetrisk hvis (a,b) € R, séder (b,a) e R.
R er antisymmetrisk hvis @ #b og (a,b) e R,sader (b,a) ¢ R.
R er transitiv hvis (a,b) € R og (b,c) € R,sder(a,c) € R.

En partisjon

En samling delmengder A , A,, Ag, Ce An aven mengde A utgjgr en partisjonav A hvis
AVAUAU ... UA=Aog ANA =gforallei=j.

Ekvivalensrelasjoner

En relasjon R pa en mengde A er en ekvivalensrelasjon hvis den er refleksiv, symmetrisk og
transitiv.

Ekvivalensklasser
Hvis R er en ekvivalensrelasjon pa en mengde A og ac A, sa er ekvivalensklassen [a] til a
definert ved [a] ={b € A| (a,b) € R}. Eller med ord: [a] er lik mengden avde b € A som er

relatert til a. Ekvivalensklassene til en relasjon utgjgr en partisjon av A.

Delvis- eller partiell ordning

En relasjon R pa en mengde A er en delvis ordning hvis den er refleksiv, antisymmetrisk og
transitiv. Hvis dette er oppfylt, sier viat A er en delvis ordnet mengde (med hensyn pa R). Et
element & € A er et maksimalt element hvis det ikke finnes noen b € A (b # a)slikat (a,b) e R.
Det betyr at det er ikke noe element som kommer «etter» a i ordningen. Tilsvarende er et element
a € A et minimalt element hvis det ikke finnes noen b € A (b # a)slikat (b,a) e R.

Grafteori:
Graden til et punkt. La a vaere et punkt (eng: vertex) i en urettet graf. Graden grad (a) til a er

antallet kanter knyttet til punktet.
Grad-kant-setningen:

La G veere en urettet graf med endelig mange kanter. Da vil summen av gradene til punktenei G
veere dobbelt sa stor som antallet kanter.
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Eulers setning:
En sammenhengende urettet graf med minst to punkter har en lukket Euler-vei (en Euler-sykel) hvis
og bare hvis alle punktene i grafen har partallsgrad.

En sammenhengende urettet graf har en dpen (ikke-lukket) Euler-vei hvis og bare hvis ngyaktig to
punkter i grafen har oddetallsgrad.
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