Greatest common divisors gcd — forelesningsnotat i Diskret matematikk 2022

Stogrste felles divisor. (eng: greatest common divisor)

La a og b vaere to tall der ikke begge er 0. Stgrste felles divisor (eller faktor) for
a og b er det stgrste heltallet som gar opp i bade a og b. Dette betegnes ofte
med gcd(a ,b). OBS! gcd(a,b) er alltid et positivt tall!

Storste felles divisor (gcd) ved hjelp av primtallsfaktorisering.
Finn primtallsfaktoriseringen til a og b.

Da vil gcd(a, b) vaere produktet av de primtallsfaktorene som gdr opp i bdde a
og b.

Hvis et primtall p forekommer m ganger i a og n gangere i b, sa tas det med sa
mange ganger som det minste tallet av m og n, dvs. vi velger laveste potens av

p.
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gcd ved hjelp av Euklids algoritme:

Husk definisjonen av kvotient og rest:
Hvis a og b er til hele tall med b > 0, sa finnes entydige hele tall slik at
a=qgb+r, 0<r<b
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Setning
La b > 0. Daergcd(a, b) =gcd( b, r).

Bevis
La c vaere et tall som gar opp i bade a og b.
For a vise at gcd(a, b) = gcd(b, r) ma vi vise at c ogsa er faktorir.

La gcd(a, b) = ¢ veere det st@rste heltallet som gar opp i bade a og b. Det betyr
ata=cxogb=cy.
Vihara=g-b+rsomerlik r=a-q-h.

Vi setter sd inn c'x for a og c'y for b og far da:
r=cx-gcy=c(x-qy).

Vi ser at c er faktorir, dvs. c gar opp i r, og dermed er det bevist.

Eksempel pa bruk av skjema for Euklids algoritme
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gcd(42,18) = 6.
Euklids algoritme er basert pa at gcd(a, b) = gcd(b, r).
Med primtallsfaktorisering:

42 =2-3-7,18 = 233 ged(42,18)=2-3=6

Tilsvarende java-metode:
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public static int ged( int a, int b)

{
while( b > 0)
{
intE r =a % b;
a=b;
b =r;
}
return a;
}

(NB! Her gar vi ut av Igkka nar b = 0. Da har allerede a har blitt tilordnet b og b
er tilordnet r som er null. Derfor returnerer vi a.)



