Heltallsdivisjon, div/mod - forelesningsnotat i Diskret matematikk 2022

Heltallsdivisjon og rest — div og mod

La a og b vaere to heltall med a # 0. Vi sier at a gar opp i b (eng. a divides b) hvis
det finnes et heltall c slik at b = ac.

| sa fall kalles a for en faktor i b og b kalles et multiplum av a.

(eng. b is a multiple of a).

Symboler:

a | b betyr at a gdr opp | b.

a t b betyr at a ikke gér opp i b.
Eksempler

3garoppil2fordil2 =34, dvs. 3|12
4 gar opp i 28 fordi 28 =47, dvs. 4|28
5 gar ikke opp i 28 fordi tallet 28 kan ikke skrives med 5 som faktor, dvs. 5 t 28

Observasjoner

e Tallet 1 gar oppialle hele tall. (x = 1-x)
e Alle heletall#0garoppi0. (0=x0)
o Alle hele tall # 0 gar opp i seg selv.

Nar vi faktoriserer et tall vil alle faktorene i tallet ga opp i tallet, f. eks:
12=4-3=2:6=2-2-3.
| tillegg vet vi at 12 = 1:12, og at alle tall gar opp i seg selv.

Folgelig gar bade 1, 2, 3,4, 6 0g 12 opp i 12.

Regneregler

1. Hvisalbogalc, séal(b+c)

Bevis:
b =ax
c=ay
b+c=ax+ay=a(x+y)
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Siden a er faktor i (b+c) gjelder a|(b+c)
2. Hvisalbogalc, saal(mb+nc)

Bevis:
b=ax
c=ay
mb + nc =m-a'x + n-a'y = a(m-x + n-y)
Siden a er faktor i (mb+nc) gjelder a|(mb+nc)

3. Hvisalbogb]|c, derb+0,sdalc

Bevis:
b=ax
c=by=axy.
Siden a er faktoric gjelder alc

4. Hvisalb, sdalb-c foralle c

Bevis:
b =ax
b-c=ax-c
Siden a er faktor i b-c gjelder a| b-c

5. Hvis a|b og atc, sé at(b+c)

Bevis:
b =ax
atc betyr at a ikke er faktor i c. Fglgelig kan vi ikke
sette a utenfor parentesen slik vi gjorde det under
regel 1. Dermed blir a heller ikke faktor i (b+c).

Eksempel pa bruk av regel 1 og 5

Gar 7 opp i 101?

Regel 1 sier at hvis a|b og a|c, sa a|(b+c).
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101 =77 + 24. Hvis 7 gar opp i begge tallene vet vi at 7 gar opp i summen av
dem, dvs. i 101.

Vivet at 7 gar opp i 77 (fordi 77 = 7-11), men 7 gar ikke opp i 101 - 77 = 24.
Derfor kan ikke 7 ga opp i 101 (regel 5).

Gar 3 opp i 1001°?

1001 =999 + 2. Hvis 3 gar opp i begge tallene vet vi at 3 gar opp i summen av
dem, dvs. i 1001.

Vi vet at 3 gar opp i 999 (3:333), men 3 gar ikke opp i 1001 — 999 = 2.

Dermed vet vi at 3 ikke gar opp i 1001 (regel 5).

Divisjonsalgoritmen

La a og d vaere hele tall der d > 0.

Da finnes det entydige, hele tall g og r slik at
a=dq+r,der0<r<d

Her kalles a for dividend, d for divisor, g for kvotient og r for rest.
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Generelt har vi:
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Eksempler
a=33,d=17.Dablirg=10gr=16.

ST

a=123,d=7.Dablirg=17o0gr=4.

125 =13
- 3
%3

a=7,d=11.Dablirq=00gr=7
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a=0ogd=3.Dablirq=00gr=0.

O:3 =0
O

D vk

Definisjon av div og mod (modulus)
adivd=q

(tilsvarer heltalldivisjon i Java: a/d == q, der a, d og q er variabler av typen
integer)

amodd=r

(tilsvarer modulus i Java: a%d ==r, der a, d og q er variabler av typen integer)

Div og mod ved gjentatt subtraksjon

Vi starter med a og d. Vi trekker fortlgpende d fra a inntil vi far et resultat som
er mindre enn d. Resultatet blir resten r og antallet ganger vi trakk fra blir g.

| Java:
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public static void divisjon(int a, int d)
{ . : _

while (r >= d)

int r = a
int g = 8;

M

{
r-=d;
g++;
¥
if (a < @)
{
q=-(q9 +1);
r=d-r;
¥
System.out.println(“Kvotient: " + g + " Rest: " + r);

}
OBS! Den matematiske definisjonen av kvotient g og rest r sier at
0<r<d, derd er divisor.

Dette betyr at r aldri kan veere negativ!

Eksempel
Hvisa=-123 0gd =7.

Siden a er negativ finner algoritmen fgrst q og r for det tilsvarende positive
tallet, dvs. 123. (her blir - - 123 =123).

Nar vi gar ut av while-lgkka er g lik 17 og r lik 4. Men dette er ikke de riktige
verdiene!

a=dq+r, menl7-7+4 =123#-123
Regnestykket stemmer ikke!

Med utgangspunkt i de midlertidige verdiene for g og r kan de korrigeres pa
felgende mate ved hjelp av tilordningssetningene (Java):

=-(q+1); //dvs.qfarverdien - (17 +1) =-18.
r=d-r; // dvs. rfarverdien 7—-4 = 3.
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Nar vi na sjekker disse verdiene ser vi at de stemmer:

a=dq+r=(-18)-7+3=-126 +3 =-123



